Chapitre 17 - Applications linéaires 1

Plaquette 2 - Noyau, image et rang dans tous les cadres

Applications linéaires — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Définitions. kerf = {x € E:f(x) = 0} (sous-espace de E) ; Imf = f(E) (sous-espace de
F).
— finjective = kerf = {0} ; f surjective = Imf = F.
— Si (ey, ..., e,) est une base de E : Imf = Vect(f(ey), ..., fle,)).
dimkerf+ rgf = dimE (théoreme du rang)

— En dimension finie, pour un endomorphisme : injectif = surjectif = bijectif
(faux en dimension infinie).

— Composition : kerf C ker(g ¢ f), Im(g ° f) C Img, rg(g ° f) = min (rgf, rgg).

— Une application linéaire est déterminée par les images d’une base, qu’on peut
choisir librement.

& J

Correction de l'exercice 1 - Noyau et image d’une matrice de rang 2

a)Lz3=L;+L,:ilrestex+2y+z=0ety+2z=0.Doncy=-2z,x=2z—-2=2:
kerf = Vect(1, -1, 1), dimkerf =1
— Vérification:1-2+1=0,-14+1=0,1-3+2=0v

b) Théoreme du rang : rgf = 3 — 1 = 2. Les deux premiéres colonnes (1,0, 1) et (2, 1, 3),
non colinéaires, forment une base de Imf.

c) Normale : (1,0,1) A (2,1,3) =(-1,-1,1), d’ou Imfiz = x + y.

— Troisieme colonne (1,1,2):2=1+1 v (cohérent: C3=C, — Cy).
d)(1,-1,1)€Imf?1=1-1=0:non. Donc kerfnImf={0}etl+2=3:
R’ = kerf ® Imf.

Réponse. kerf = Vect(l, -1, 1), Imfiz = x + y ; R®> = kerf ® Imf.

Correction de I'exercice 2 - L’opérateur de différence

a) Linéarité : AP+ Q)X+ 1) — AP+ Q)X) =AAP+ AQ.SiP = ax? + ... (a # 0), le terme
X9 s’élimine et celui en X ! vaut dax® ™! = 0.

b) AP = 0 impose degP = 0 : ker A = constantes, dimension 1.

c) ImA C R, _4[X] (a)), et par le théoreme durangrgA =(n+1)—-1=n=dimR, _{[X]:
ImA = R,, _1[X]

d) X? e R,[X] = ImA (avec n = 3) : un tel P existe, unique a une constante pres. Calcul

XX-1)2X-1)
6 .

— Intéret : la surjectivité, prouvée par le théoreme du rang sans calcul, garantit
'existence de formules pour » k” pour tout p.

(plaquette des polynémes) : P =

XX-1)2X-1)

Réponse. ker A = constantes, ImA =R, _¢[X]; P = 6
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Chapitre 17 - Applications linéaires 2

Correction de l’exercice 3 - L’opérateur P » XP’

a) (p(Xk) =X-kX* ! = kx* . matrice diagonale diag(0, 1, 2, ..., n).

b) ker ¢ : coefficient k nul, soit k = 0 : les constantes. Imp = Vect(X, X% .., X" =
polynémes nuls en 0. Contréle : 1 +n=n+1 v

c) (p—A id)(Xk) = (k - A)Xk : non nul noyau seulement si A € {0, ..., n}, et alors
ker = Vect(X?).

ker (¢ — kid) = Vect(X")
d) (¢ —2id)(P) = D, (k — 2)aka =x°. a;=13-2=1),ay=a; =0, et a, quelconque
(coefficient 0).

_ Solutions: P=X"+cX% c€eR (solution particuliere + noyau de ¢ — 2id). Vérification
cX(3X2+2cX) = 2X° —2eX* =X v

Réponse. Matrice diag(0, 1, ..., n) ; kerp = constantes ; XP' — 2P = xX}epP=X+cX°
Correction de l’exercice 4 - Evaluation et interpolation

a) Linéarité : évaluation linéaire en chaque point. Si y(P) = 0, P (degré < 2) a trois
racines 0,1, 2 : P = 0. Injective.

b) dimR,[X] = 3 = dim R? et y injective : par le théoréme du rang, rgy = 3, bijective.
c) Colonnes : y(1) = (1,1,1), y(X) = (0,1,2), y(X*) = (0,1,4) :

100
M=1111]| detM=4-2=2
124

d)OnchercheP=a+bX+cX2aveca=1,a+b+c=3,a+2b+4c=7:b+c=2,
2b+4c=6,douc=1,b=1.

— q/‘l(l, 3,7)=1 +X+ X2 (interpolation de Lagrange). Vérification : 1, 3, 7 v
Réponse. y isomorphisme (det = 2) ; u/‘l(l, 3,7)=1 +X+ X2

Correction de I’exercice 5 - Multiplication a gauche par une matrice

a) A(AM + N) = AAM + AN.

b) Si A est inversible, L -1 est la réciproque. Si A n’est pas inversible, il existe X # 0 avec
AX = 0 ; la matrice M = (X | 0) vérifie AM = 0 : L, n’est pas injective.

c) AM = 0 = chaque colonne de M est dans kerA = Vect(—2, 1) (espaces vectoriels,
plaquette 2) : dimkerL, = 2.

rghby,=4—-2=2

d) L, agit colonne par colonne : kerL, = (kerA)z, de dimension
2dimkerA = 2(2 —rgA). Doncrgly =4 —2(2—-1gA) = 2rgA. Ici2 x 1 =2 v

Réponse. L, bijective = A inversible ; en c) dimkerL, = 2, rgL, = 2 = 2rgA.
Correction de I’exercice 6 - Rang d’une composée

a) g(f(x)) € Img ; si fix) = 0, alors g(f(x)) = g(0) = 0.

b) Du premier : rg(g - f) = rgg. Du second et du théoreme du rang :
rg(ge°f) =dimE — dimker(g ° f) = dimE — dimkerf = rgf.
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rg(g ° f) < min (rgf, rgg)

c) rgf = rgg = 1, mais GF = <8 8> :rg(g ° f) = 0. L’inégalité peut étre stricte (f envoie
tout sur I'axe Ox, que g écrase).

d) g injective : g restreinte a Imf est injective, donc dim g(Imf) = dim Imf, et
g(Imf) = Im(g - f). Composer par une injection (ou une matrice inversible) ne change pas
le rang.

Réponse. rg(g - f) = min (rgf, rgg), inégalité stricte possible ; égalité si g injective.
Correction de l'exercice 7 - Surjection de R* sur R?

1110

a)M=<o 10 -1

> : deux lignes non colinéaires, rang 2.

b) rgf = 2 = dim R? : surjective. Théoréme du rang : dimkerf=4 — 2 = 2.
c)x+y+z=0ety=t;parametres z, t:y=t, x=—-t—2:

kerf = Vect((-1,0,1,0), (—-1,1,0,1))
d) Solution particuliere : t=2=0,y=1,x=2:(2,1,0,0). Solutions : (2,1, 0, 0) + kerf,
un plan affine de R*.
— Vérification : f(2,1,0,0) =(3,1) v
Réponse. rgf = 2, surjective, dimkerf = 2 ;f_1(3, 1)=(2,1,0,0) + kerf.

Correction de l'exercice 8 - Injectif, surjectif en dimension infinie

a) Tout Q a une primitive polynomiale : D surjective. D(1) = 0 : pas injective.

b) XP = 0= P = 0 : injective. 1 n’est pas de la forme XP (tout XP s’annule en 0) : pas
surjective.

¢c)D-M(P)=(XP) =P+ XP ; M-D(P)=XP.Donc
DeM—-M-D=id

— Aucune n’est l'identité ; leur « commutateur » est I’identité, ce qui est impossible
pour des matrices (argument de trace, plaquette de calcul matriciel).

d) En dimension finie, le théoréme du rang donne : injectif @ kerf= {0} e rgf=n e«
surjectif. En dimension infinie, ce lien disparait.

Réponse. D surjective non injective ; M injective non surjective ; DM — MD = id.
Correction de I’exercice 9 - Application définie sur une base

a) Une application linéaire est déterminée par les images d’une base, choisies librement

(unicité des coordonnées). M = <1 ; (1)>

b) f(x,y,2) = xf(e1) + yfle,) + zf(ez) = (x + 2y, x + 2y + 2).
c)kerf:x+2y=0etz=0:kerf=Vect(-2,1,0). Rang3—-1=2:Imf = R
kerf = Vect(-2,1,0), Imf=R?

d) Par linéarité, g(1,1,0) = g(1,0,0) + g(0,1,0) = (1,1) # (1, 2) : impossible. On ne peut
imposer librement les images que sur une famille libre.

Réponse. f(x,y,2) = (x + 2y, x + 2y + 2) ; kerf = Vect(—2,1,0), Imf = R ; g n’existe pas.
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Correction de I’exercice 10 - Noyau et image en somme directe

a) kerf = Vect(1, —1), Imf = Vect(1l, 1) : non colinéaires, intersection nulle, dimensions

1+ 1 =2 :supplémentaires.

b) kerg = Vect(1, 0) = Img : pas supplémentaires.

c) Théoreme du rang : dimkerf+ dimImf = dim E. Donc l'intersection nulle suffit.
dimkerf+ dimImf = dimE

d) kerf C ker )“2 toujours. Si l'intersection est nulle et f2 (x) =0 : f(lx) € kerfn Imf, donc
f(x) = 0. Réciproquement, si ker]‘2 =kerfety=f(x) € kerf: fz(x) = 0, donc x € kerfet
y=0.

— Pourg:g*=0,kerg?=R*=kerg v ; pour f: f* = 2f, kerf* = kerf v

Réponse. f: kerf® Imf = R*; g : kerg = Img ; critere kerf2 = kerf.

Correction de l’exercice 11 - Application de rang 1

a) x » a - x est linéaire ; f(x) est un multiple de b, et f(a) = ||a||2b # 0 : Imf = Vect(b).

b) kerf = {x:a-x = 0}, 'hyperplan orthogonal a a, de dimensionn—1.Et1+(n—1)=n
v

c)f(x)=>b (a"x) : matrice ba' (colonne fois ligne), de coefficients b;a;.

Mat(f) = ba'
d) f(f(x)) =(a-x)(a-b)b = (a-b)f(x) :f2 =fea-b =1 (plaquette de calcul matriciel :
projecteur de rang 1).

— C’est alors la projection sur Vect(b) parallélement a I’hyperplan a* ; orthogonale si de

plus a et b sont colinéaires (b = " ‘7"2 .
a

Réponse. Imf = Vect(b), kerf = a' ; matrice ba" ; ]“2 =fea-b=1.

Correction de l'exercice 12 - L’opérateur d’intégration

a) Linéarité de l'intégrale. Si J(f) = 0, en dérivant (théoreme fondamental) : f = J(f) = 0.
Injective.

b) g = J(f) est C! avec g(0) = 0 et g’ = f. Réciproquement, si g € Clet g(0) = 0, alors
g=J@g).
ImJ = {g € C'([0; 1]):g(0) = 0}

c) Non : la fonction constante 1 n’est pas dans l'image (1 # 0 en 0), ni x~ |x — %| (non
dérivable). En dimension finie, un endomorphisme injectif serait surjectif ; ici, non.

2
d) Jj(1) =x, ]2(1) = X7 et par récurrence J"(1) = ’r‘l—’: # 0 : aucune puissance de J n’est
nulle.

Réponse. | injective, ImJ = fonctions C' nulles en 0, non surjective ; J'(1) = ’r‘l—r,]

Correction de I’exercice 13 - Noyau d’une famille d’évaluations

a) La restriction de 6 a R,[X] est bijective (interpolation en trois points distincts) : tout
triplet est atteint.

b) Théoreme du rang : dimker6 =5 —3 = 2.
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c) Pekerf=—1,0,1racines = (X°—=X) | P: P = (X° — X)(a + BX).
ker6 = Vect (X3 -X, X* - X2)
d) Solution particuliere dans R,[X] : X (1,0,1 v). Ensemble : X%+ a(X3 -X)+ 3(X4 —X2),
a, B €R.
Réponse. 0 surjective, kerf = Vect(X3 - X, x*— Xz) ; solutions X2 + ker®.

Correction de I’exercice 14 - Image réciproque d’un sous-espace
a) f(0) =0 € G; si fix), f(y) € G, alors fidx + y) = Af(x) + f(y) € G. Et
kerf=f"'({0}) C f(G).

b) C : évident. D : siy € GNImf, y = fix) avec x € f 1(G).

c) Théoreme du rang appliqué a la restriction fif YG) - F, de noyau kerf et d'image
G NImf:

dimf 1(G) = dimkerf + dim (G N Imf)

d)f(x,y,z)EVect(l,l)=>x+y=y+z<=>x=z:f_1(G)= {x =z}, un plan.

— Controle : kerf = Vect(1, —1, 1) (dimension 1), f surjective donc G N Imf =G
(dimension 1) : 1 +1=2 v

Réponse. fl(G) sous-espace, dim = dimkerf+ dim (G N Imf) ; en d) le plan x = z.
Correction de ’exercice 15 - Synthese : I’opérateur de Legendre

a) Linéarité : dérivation et multiplication par des polynomes fixes. Calculs :
— L(1)=0; LX) =-2X; LX) =201 -X*) —4X* =2 -6X>;
L(X°) = 6X(1 - X*) — 6X° = 6X — 12X°.

b) Colonnes = coordonnées des images :

00 2 O

0 -20 6
Mat(L) = 00 -6 0

00 0 -12

— Triangulaire de diagonale 0, —2, —6, —12 : rang 3, ker L = constantes (dimension 1 ;
4-3=1v).

c)L( §) —6(X2—%):A=—6.
_ 6y — 3_3 C) = —
( -3x)=6x-12x"+ 8x = 12(X —gX).A— 12.
d) Base (1,X,X2 - %X - gX) (degrés échelonnés) : L y est diagonale,
diag(0, -2, —6, —12) = diag(—k(k + 1)).

— Ce sont (a un facteur pres) les polynomes de Legendre, déja rencontrés comme
polynémes orthogonaux.

Réponse. rgl. = 3, ker L. = constantes ; valeurs —k(k + 1) : base (1,X,X2 - l,X3 - %X).
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