Chapitre 17 - Applications linéaires 1

Plaquette 5 - Problemes de syntheése sur les applications linéaires

Applications linéaires — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Rang. dimkerf+ rgf = dimE ; une inclusion F C G avec dim F = dim G (finie) est une
égalité.
— Projecteur : p> = p = E = kerp ® Imp avec p = id sur Imp ; alors trp = rgp.
— Polynome annulateur scindé a racines simples :
(f—aid) e (f—bid)=0,a#b = E =ker(f—aid) ® ker(f— bid)

— Noyaux itérés : kerf C kerf2 C--etImfD Imf2 D
— kerfnImf= {0}  E = kerf® Imf (dimension finie).
— Trace : tr(AB) = tr(BA), donc tr(AB — BA) = 0.

- J

Correction de I'’exercice 1 - Reconnaitre un projecteur

a) Pour z =0, A(x,y,0) = (x,y,0) : p agit comme l'identité sur le plan z = 0. Or les
colonnes de A, (1,0,0), (0,1,0), (1,1, 0), sont toutes dans ce plan, donc A-A = A colonne
par colonne : p? = p.

b) kerp:x+2=0,y+2=0:Vect((—1,-1,1)). Imp : colonnes (1,0, 0), (0,1,0) : plan
z=0.

— (—=1,-1,1) n’est pas dans le plan z = 0 et 1 + 2 = 3 : supplémentaires.

c) trp = 2 = rgp. Preuve générale : dans une base adaptée a Imp & kerp (ou p vaut id
puis 0),
Mat(p) = <'(T)r 8> = trp=r=rgp

d) Projection sur le plan z = 0 parallelement a la droite dirigée par (-1, -1, 1)
(projection oblique). Dans la base ((1, 0, 0),(0,1,0),(-1,-1, 1)) : diag(1, 1, 0).

Réponse. Projecteur sur {z = 0} parallelement a Vect(—1,—-1,1) ; trp = rgp = 2.

Correction de l'’exercice 2 - Polynome annulateur et puissances

a) A® = <; :g> =3A-2I, v

b) (f—id) o (f—2id) =0 etid = (2id — f) + (f—id) : tout x s’écrit x = q(x) + p(x) avec

q(x) € ker (f—1id) et p(x) € ker(f— 2id) ; I'intersection est nulle (f(x) = x = 2x force x = 0).

— ker(A—-1):2x—2y =0, base (1,1) ; ker(A—-2I) : x—2y =0, base (2,1).

c) p+q=id, pqg=—(f—id)(f—2id) = 0, donc p? = p(id — q) = p : projecteur, de méme

pour q.

d) f=2p+ q (fvaut 2 sur Imp et 1 sur Imq), et comme pg=qgp=0:
ff=2"p+q=2"f-id)+ Qid—-f = 2" - 1)f+ (2 - 2Mid

63 —62

— A°=31A-30I, =
3 30L <31 -30

> (controle : n = 1 redonne A, n = 2 redonne 3A — 2I).
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Chapitre 17 - Applications linéaires 2

Réponse. R” = Vect(1,1) ® Vect(2,1) ; A" = (2" - DA+ (2 - 2", A® = <§i’ :g(2)>.

Correction de I'’exercice 3 - Endomorphisme de carré nul

a) Siy = flx), alors fly) = fA(x) =0 : y € kerf.
b) rgf = dimkerf = n — rgf, d’ou 2rgf < n.
Imf C kerf = rgf < %

c) fley) = 0, fley) = e1, fle3) = 0, fley) = e3: f* = 0 et Imf = Vect(ey, e3).

d) Ici rgf = 2 = dimkerf, donc Imf = kerf. On choisit u,, uy tels que u; = fuy), uz = fluy)
forment une base de Imf.

— Liberté de (u;, uy, us, uy) : si 3,Au; = 0, on applique f: A,u; + A,uz = 0, donc
Az = 214 = 0 ; il reste Alul +A3U3 = 0, donc Al = A3 = 0.

— Quatre vecteurs libres : base, et f(u;) = 0, fluy) = uq, fluz) =0, fluy) = uz donne la
matrice annoncée.

Réponse. Imf C kerf, rgf = n/2 ; en dimension 4 et rang 2 : deux blocs de Jordan <8 (1)>

Correction de I’exercice 4 - Inégalité de Sylvester
a) L’'image de 9|y €St g(f(E)) = Im(g - f) et son noyau est ker g N Imf.
b) Le théoreme du rang sur Imf (dimension rgf) :
rgf = dim (kerg N Imf) + rg(g ° f)
c) dim (kerg N Imf) = dimkerg = n —rgg, d’ou rg(g - f) = rgf — (n — rgg).
d) AB=0:rg(AB) =0 =rgA + rgB — n.

— Exemple d’égalité : A = <(1) 8> B = <8 (1)> :AB=0et1+1=2.0nretrouve

I'exercice 3 avec A = B.

Réponse. rg(g - f) = rgf — dim (kerg N Imf) = rgf+ rgg —n ; AB =0 =rgA + rgB < n.
Correction de I’exercice 5 - Noyau et image supplémentaires

a) Le sens = est la définition. = : la somme est directe et, par le théoreme du rang,
dimkerf+ dimImf = dimE : elle remplit E.

b) Toujours kerf C ker )“2 .

— = sifz(x) = 0, alors f(x) € kerfnImf = {0}, donc x € kerf.

— = :siy = f(x) € kerf, alors fz(x) =0, donc x € kerj‘2 =kerfety=0.

c) N : ker N = ImN = Vect(e;) : échec (et N? = 0). A : kerA = Vect(1, —-1),
ImA = Vect(1, 1) : intersection nulle, R? = kerA ® ImA v (cohérent : A?=2A et
kerA? = kerA).

d) Sip*=pety=p(x) €kerp:y=px) =p*x)=p(y) = 0.
p’=p=E=kerp®Imp

Réponse. Les trois conditions sont équivalentes ; échec pour N nilpotente, succes pour A
et pour tout projecteur.
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Correction de I’exercice 6 - Formes linéaires de méme noyau
a) Img est un sous-espace non nul de R : c’est R, rang 1, donc dimkergp =n —1.

b) Vect(a) nkergp = {0} car ¢(ta) = tp(a) = 0=t =0; lesdimensions (n—1)+1 =n

concluent. Explicitement :
= (X_ tp(X)a> I
p(a) p(a)

c) v — Ap est nulle sur ker @ = ker y et en a (par choix de A) : nulle sur
kerp @ Vect(a) = E.

d) Le plan est ker ¢ pour ¢(x, y, z) = x + y — z. Toute forme nulle sur ce plan a un noyau
contenant I’hyperplan : soit elle est nulle, soit son noyau est ’hyperplan, et par c) elle
vaut Ag.

— Réponse : les formes (x,y,2) » A(x + y—2), A € R : une droite de formes linéaires.

Réponse. kerp = kery =y =A@ ; formes nullessur x+y—2z=0: A(x +y—2).
Correction de I’exercice 7 - Interpolation de Lagrange par ’algebre linéaire

a) Evaluations linéaires. Si ®(P) = 0, P de degré = n a n + 1 racines distinctes : P = 0.
b) dimR,[X] =n+1 =dimR"*" : injective = bijective.

— Interprétation : pour toutes valeurs y,, ..., y,, il existe un unique polynéme de degré
< n passant par les points (a;, y,).

c)P=a+bX+cX2:a=1,a+b+c=3,a+2b+4c=7,soitb+c=2et2b+4c=6,
douc=1,b=1.

P=X>+X+1 (P(O)=1,P(1)=3,P2)=7 V)
d) dimR,,[X] =n+2 >n+ 1 : pas injective. ker ® = multiples de [[ (X — a;) de degré
=n+1: Vect(]_[?= o X = ai)), dimension 1 (théoreme durang:n+2—-(n+1) v).

Réponse. ® isomorphisme (unicité de 'interpolation) ; P = X* + X + 1 ; sur R, , [X],
ker® = Vect(H X - a,~)).

Correction de I’exercice 8 - Dimension infinie : dérivation et intégration

a) Surjective : Q = > b, X" est la dérivée de D, kl:_"leJ“ ! Pas injective : D(1) = 0, kerD =
constantes.
b) Injective : I(P) = 0 = P = (I(P))’ = 0. Pas surjective : I(P) s’annule en 0, donc 1 ¢ Iml.

c) D - I =id (théoreme fondamental de 1’analyse), mais

X
1.D(P) = [, P(t)dt = P~ P(0) = P en général

— D a un inverse a droite I, sans étre inversible.

d) En dimension finie, pour f € L(E) : injectif « surjectif (théoréme du rang). Et g f = id
entraine f injectif, donc bijectif, donc g = f~ et f° g =id. Ici la dimension infinie casse le
théoreme du rang.

Réponse. D surjective non injective, I injective non surjective ; D o I = id,
I-D=Pw»P-—P(0).
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Correction de l’exercice 9 - Commutant d’une matrice
a) C(A) = ker(M » AM — MA), application linéaire.

ab
b)M_<c d

dimension 2.
c)NM=<C d>,MN=<O a>:c=0,d=a.

00 0c
ab
C(N) = <<0 a>> = Vect(I,, N)

d) I, et A commutent avec A : si A n’est pas scalaire, (I, A) est libre et dimC(A) = 2 ; si
A= AIz, C(A) = Mz.

— Réciproque : si A commute avec E, et E,;, le calcul de b)-c) force A diagonale a
coefficients égaux. C(A) = M, @ A = Al, (les homothéties).

Réponse. C(diag(1, 2)) = diagonales ; C(N) = Vect(I,N) ; C(A) = M, = A scalaire.

) :AM — MA = <2 (;b> ; nul ssi b = ¢ =0 : matrices diagonales,

Correction de l'exercice 10 - Trace et crochet AB — BA

a) tr(AB) = X, >, aubi = X, X, briaix = tr(BA).
b) tr(AB — BA) = 0 tandis que trl, =n = 0.
c) D(M(P)) = (XP) = P+ XP et M(D(P)) = XP' :
DeM—M-eD = idgy
d) R[X] est de dimension infinie : D et M n’ont pas de matrice carrée finie, et la trace
n'y est pas définie. Si 1’on se restreint a R,[X], M n’est plus un endomorphisme (XP peut

étre de degré n + 1) : I'argument de trace ne s’applique pas. (C’est la relation de
Heisenberg de la mécanique quantique, qui exige la dimension infinie.)

Réponse. tr(AB — BA) = 0 # n : impossible en dimension finie ; DM — MD = id sur R[X]
(dimension infinie).

Correction de I’exercice 11 - Noyaux itérés d’'un endomorphisme nilpotent

a) Nk(ej) =ej_y (nulsij=k): ker N® = Vect(ey, ..., eyx), rgNk =5—-k; N°=0.
b)fk(x) =0 =>fk+1(x) = 0. Si ker]‘k = ker)‘kJrl etfk”(x) =0:flx) € ker)‘l<+1 = kerfk, donc
fk“(x) = 0 ; ainsi kerfk+2 = kerfk“, et on itere.

c¢) Dimensions 1,2, 3,4,5,5, ... : accroissements 1,1,1,1,0, ... (décroissants au sens
large). En général

dimkerfk+ o dimkerfk = dim (kerfﬂ Imfk>

— qui décroit car Imfk décroit (Sylvester, exercice 4, appliqué a f et fk ).

2 3 4
d) Dans la base (l,X, XT % }2(—4> D a exactement la matrice de N (plaquette 4) : mémes

dimensions (keer = Ry, _ 1[X], de dimension k). Les deux endomorphismes sont « le
méme » a changement de base pres.

Réponse. ker N* = Vect(ey, ..., ex), dimensions 1,2, 3,4, 5 ; D sur R4[X] est semblable a N.
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Correction de l'exercice 12 - Endomorphisme de rang 1

a) f(x) € Vect(u) : f(x) = p(x)u avec un unique scalaire @(x) ; la linéarité de f et 'unicité
donnent celle de .

b) fz(x) = e(X)f(u) = p(x)e(u)u = (u)f(x). Dans une base (u, e,, ...), seule la premiere ligne
est non nulle, et son premier coefficient est @(u) : trf = @(u).

C)A= <é>(1 2), p(u) =V'U=5=trA :

A% =5A= <i’0 é8>, At =5""14

2
d)Sit=trf¢O:(%) =g=%/.Sit=0:f2=0,parexemple<1 _9

1).
Réponse. f = ¢()u, f* = (trHf ; A" = 5"~ A ; f/ trf projecteur si trf = 0, sinon f* = 0.

> (trace nulle, rang

Correction de I'exercice 13 - Une équation linéaire matricielle

a) Somme de l'identité et de M - tr(M)I,, linéaire.
b) Y(M) = 0= M = —tr(M)I,, ; en prenant la trace : trM = —ntrM, donc (n + 1)trM = 0,
trM = 0, puis M = 0. Endomorphisme injectif en dimension finie : bijectif.

c) Trace : trM + ntrM = trN, donc trM = ntI:|-N1 et

-1 _ a7 trN
U (N)=N n+1I”

d)trN=6,n+1=3:M=N—2I2=<(1) 1>

— Vérification : trM =2, M + 2], = <3 :1))> v

Réponse. W bijective, ¥ '(N) = N — U1, ; M = <(1) 1>

Correction de I'’exercice 14 - Opérateur de différence et sommes de
puissances

a) Si P = aX? + -, le coefficient de X? "' dans AP est da # 0 (binéme). AP = 0 : P(k) = P(0)
pour tout entier k, donc P — P(0) a une infinité de racines : P constant.

b) Théoreme du rang : dimIm=(n+2)—-1=n+1=dimR,[X] et Im C R,[X] : égalité.

¢) ABy .1 = By, donc A(2B3 + By) = 2B, + B, = X* :

_XX-1DX=-2) +X(X—1)
B 3 2

— P(0) =0 v ; contrdle AP(2) =P(3)—P(2) =5—-1=4=2%v

P

d) Télescopage : EZ _ :)kz = > (P(k + 1) — P(k)) = P(n) — P(0) = P(n), et en factorisant :

— P(n) = ”(”‘1§2”‘1).Pourn=10;M=285, etO+1+4+--+81=285v

6
Réponse. A surjective de R, 4 1[X] sur R,[X]; P=2B3+B;y; >, _ nkz = nn- 1)éZn -
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Correction de I’exercice 15 - Synthese : la différence seconde

a)d(1)=0,0X)=X+1)+X-1)-2X=0,dX)=X+1)*+X-1)*-2x%*=2,
(D(X3) = 6X (les termes impairs en 1 se compensent).

b) Pour P= X% : (X + 1)% + (X = 1)? — 2x“ = 2(‘3)X"‘2+2(Z>X"‘4+ . : degré d — 2
exactement (d = 2). Donc ®(P) = 0= degP <1 : ker® = R{[X].

c)Imd CR, [X]etrgdb=(n+1)—2=n-1=dimR,_,[X]: égalité.

d) Colonnes (1), d(X), (X?), ©(X°) :

Mat(®) = , rg = 2

o O OO
o O OO
O O ON
O O o O

— ®(P) = 6X: P =X+ aX + b (solution particuliére + noyau). P0)=0:b=0; P(1) =0 :
a=-1.P=X>-X.
— Vérification : CI>(X3) — O(X) =6X v et P(0) = P(1) = 0 v (analogue discret de y” = 6x).

Réponse. ker ® = R [X], Im® = R, _,[X]; sur R3[X]rang 2 ; P = xX°-X.
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