Chapitre 15 - Calcul matriciel 1

Plaquette 4 - Inversibilité, changement de base et similitude

Calcul matriciel — Licence 1 (L1)
Exercices

Méthode

Une matrice carrée est inversible pour de multiples raisons équivalentes (rang
maximal, noyau nul, déterminant non nul, polyn6me annulateur a terme constant non
nul). On choisit le critére le plus adapté, on calcule l'inverse par la méthode la plus
économique, on résout des équations matricielles en respectant le coté de la
multiplication, et on interprete une matrice comme I’expression d’une application
linéaire dans une base : changer de base, c’est remplacer A par une matrice
semblable P'AP, qui partage trace, déterminant, rang et puissances.

Exercice 1 - Inversibilité selon un parametre

a) Echelonner A, et montrer que son déterminant vaut (a — 1)(a — 2).
b) En déduire les valeurs de a pour lesquelles A, est inversible.
c) Pour a = 1, déterminer le noyau de A;.

d) Interpréter a I’aide de l'interpolation : que signifie A,X = Y pour X = (¢, c1,C3) ?
S J

Exercice 2 - Inverse par un polynéme annulateur

Soit A € M,(R) telle que A% — 3A + 2I, = 0.

a) Montrer que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A.

- /11
b) Vérifier avec A = <O 2>.

c) Montrer que (A —I,)(A — 2I,) = 0 et en déduire que A —I,, et A — 2I,, ne sont pas
toutes deux inversibles.

d) Une matrice vérifiant A% =13A peut-elle étre inversible ? Quand ?
g J

Exercice 3 - Equations AX = B et XA =B

. 21 10
801entA—<5 3> etB—<2 1>.

a) Calculer A™%.

b) Résoudre AX = B puis XA = B d’inconnue X € M,(R).
c) Les deux solutions sont-elles égales ? Pourquoi ?

d) Résoudre AXA = B.

-

-
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Exercice 4 - Inverse d’un produit et d’une transposée

a) Montrer que si A et B sont inversibles, AB l'est et (AB)_1 =B7'a L

-1 T
b) Montrer que A est inversible si et seulement si A" lest, et (AT) = (A_l) .

c) Montrer que si AB est inversible (matrices carrées), alors A et B le sont.

d) Contre-exemple : trouver A € M, ; et B € M3 , avec AB = I, ; BA est-elle
inversible ?

G

Exercice 5 - Inverse a droite et inverse a gauche

Soient A,B € M,(R) avec AB =1,,.

a) Montrer que B est injective au sens ou BX = 0 =X = 0.

-

b) En déduire que B est inversible.

c) Conclure que BA =1,,.

d) Application : sachant que <; 3><

sens ?

7 =2

_3 1 > = I,, que vaut le produit dans I’autre

-
-

Exercice 6 - Coordonnées dans une nouvelle base

Dans R2, on considere la base B" = (uy, uy) avec u; = (1,1) et u, = (1, —1).

a) Justifier que B’ est une base et écrire la matrice de passage P de la base canonique
aB.

b) Le vecteur v = (5, 1) a pour coordonnées X" dans B’ : les calculer par X' = P lx.

c) Vérifier en recombinant.

d) Un vecteur a pour coordonnées (2, —3) dans B’ ; quelles sont ses coordonnées
canoniques ?

-
-

Exercice 7 - Invariants de similitude

Deux matrices A, B sont semblables s’il existe P inversible avec B = P lap.

a) Montrer que deux matrices semblables ont méme trace, méme déterminant et
méme rang.

. 11 n n . .
b) Les matrices I, et < 0 1> ont méme trace et méme déterminant. Sont-elles

semblables ?

10
L .
c) Les matrices <O 9

colonnes sont des vecteurs V avec BV = Vet BV =2V.)

d) Montrer que si B = P"'AP, alors B" = P"'A"P.

- J

> et <(1) ;> sont-elles semblables ? (Chercher P dont les

Exercice 8 - Diagonaliser une matrice symétrique

) 21
Soit A = <1 2>.
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a) Déterminer les réels A tels que A — AI, ne soit pas inversible.
b) Pour chacun, trouver un vecteur non nul V avec AV = AV.
c) Former P et calculer P lap.

d) Vérifier que les deux vecteurs de b) sont orthogonaux, et en déduire une matrice Q
orthogonale (Q_1 = QT) qui diagonalise A.

J/

Exercice 9 - Inverse d’une matrice tridiagonale
2 =10
SoitT={( -1 2 -1
o -1 2

a) Montrer que T est inversible (échelonner).

Vs

b) Calculer T™* par Gauss-Jordan.
¢) Vérifier TT™! = I; sur la premiére ligne.

d) Remarquer que T ~est symétrique et a coefficients positifs, alors que T a des
coefficients négatifs. Interpréter en termes de « diffusion ».
& J

Exercice 10 - L’identité | + AB et | + BA

Soient A € M, ,et B€ M, ,.

a) Montrer que si I, + AB est inversible, alors I, + BA I'est, avec
(I,+BA)™' =1I,-B(,+AB) 'A.

b) Application avec A = (1 2) (ligne) et B = <Z> (colonne) : calculer 1 + AB et
(I, + BA) .
c) Vérifier le résultat de b).

d) Montrer que AB et BA n’ont pas la méme taille en général, mais que pour A, B
carrées de méme taille, AB et BA ont la méme trace.

N
-

Exercice 11 - Diagonale strictement dominante

Une matrice A = (a;;) € My(R) est a diagonale strictement dominante si
|aii| > Ej,: .la;| pour tout i.

411
a) Vérifierque A=| 1 5 2 | a cette propriété.

013
b) Soit X # 0 avec AX = 0, et i tel que |x;| = max;|x;| > 0. En écrivant la ligne i, aboutir
a une contradiction.

c) En déduire que A est inversible (théoreme de Hadamard) ; controler avec detA.

d) La réciproque est-elle vraie ?
& J
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Exercice 12 - Colonnes libres et matrice de Gram

10
SoitA=(11
1 2

a) Calculer G = A'A et son déterminant.

b) Montrer en général que A'A est inversible si et seulement si les colonnes de A sont
libres (utiliser ker (ATA) = kerA).

c) Pourquoi AAT (3 x 3) n’est-elle pas inversible ici ?

d) Interpréter G : que représentent ses coefficients ?
J

Exercice 13 - Inverse d’une unipotente paramétrée

Vs

1 a a®
SoitUs=(01 a
001

010

a) Montrer que Ua=I3+aN+a2N2 avecN=(0 0 1

000

b) Vérifier que (Is — aN)U, = I et en déduire U, .

c) Calculer U,U,. Est-ce une matrice de la forme U, ?

d) Montrer que U, = (I3 — aN) " et interpréter comme une série géométrique.

-

-

Exercice 14 - Puissances par conjugaison

15
it B =
Soit <0 )

a) Rappeler que P lBP=D= diag(1, 2).
b) En déduire B" = PD"P~! explicitement.

c) Vérifier pour n = 2 par un calcul direct.

> etP = <(1) ?> (voir I’exercice « Invariants de similitude »).

d) Comparer avec la formule de la plaquette 3 pour les triangulaires 2 x 2.
& J

Exercice 15 - Synthése : matrice d’une projection oblique

Dans RZ, soit p la projection sur D; = Vect(1, 2) parallelement a D, = Vect(1, —1).
a) Justifier que B’ = ((1, 2), (1, —1)) est une base et donner la matrice de p dans B'.

b) En déduire la matrice M de p dans la base canonique par la formule de
changement de base.

c) Vérifier que M? = M, trM =1 et que M(1,2) =(1,2), M(1,-1) =0.

d) Calculer le projeté du vecteur (3, 0) et le vérifier géométriquement.
G J
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