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Chapitre 15 - Calcul matriciel

Plaquette 3 - Puissances de matrices et applications

Calcul matriciel — Licence 1 (L1)
Exercices

Méthode

Calculer A" est un probléme central (suites récurrentes, graphes, chalnes de
Markov). Quatre méthodes, a choisir selon la matrice : diagonalisation A = pDpP !

donc A" = PD"P™! ; binéme de Newton pour A = AI + N avec N nilpotente (qui
commute avec Al) ; polynome annulateur et reste de la division de X ". récurrence
guand on devine la forme. On controle toujours sur n = 0, n = 1 et un calcul direct.

Exercice 1 - Diagonaliser pour calculer une puissance

) 4 -2 1 2
801entA—<1 1 >etP—<1 1>.

a) Calculer p! puis D = P lap.
b) En déduire A" pour tout n € N.

454 —422 )
211 -179/)”

c) Vérifierpourn=0,n=1 etn=5(onaA5=<

d) En déduire tr(A") et contrdler pour n = 5.

-
-

Exercice 2 - Binome avec une nilpotente

210
SoitA=(0 2 1 |=2I3+N.
00 2

a) Calculer N? et N°.

b) Justifier ’emploi du bindme de Newton et en déduire A".

32 80 80
c) Vérifierpourn=5(@A°=( 0 32 80 ).
0 0 32
d) La formule obtenue reste-t-elle valable pour n = —1 ? Vérifier que la matrice
obtenue est bien A"
& J

Exercice 3 - La matrice de Fibonacci

. 11
Soit F = <1 0

> et (F,) la suite de Fibonacci (Fy =0, F; = 1).

Fn+1 Fn

ourn = 1.
Fn Fn—1>p

a) Montrer par récurrence que F" = (

b) En calculant le déterminant, retrouver 1’identité de Cassini F,, , 1F,_1 — F?I =(-1)".

m+n

c) En écrivant F = F"F", montrer que Fp, 4 n = Fpy 4 1Fn + FFn_1.

d) En déduire F,, = F,,(F,+1 + F,,_ 1) et vérifier pour n = 5.

-
-

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 15 - Calcul matriciel 2

Exercice 4 - Chemins dans un graphe

Quatre villes sont reliées par des routes : 1-2, 1-3, 2-3, 2-4, 3-4. On note G la
matrice d’adjacence (gl.j = 1 sii etj sont reliées, 0 sinon).

a) Ecrire G et justifier que (GZ)U compte les chemins de longueur 2 de i aj.

b) Calculer G* et G*. Combien y a-t-il de chemins de longueur 3de 1 a4 ?

tr(G*)

6

c) Interpréter la diagonale de G2

d) Montrer que le nombre de triangles du graphe est et le vérifier.

J/

Exercice 5 - Matrice des uns

Soit J € M3(R) la matrice dont tous les coefficients valent 1, et A =15 +].

Vs

a) Calculerj2 et en déduire ]k pour k = 1.

4" -1
3 J-

c) Vérifier pour n = 3 (A3 a 22 sur la diagonale et 21 ailleurs).

b) Par le bindme, montrer que A" =I5 +

d) Montrer que A est inversible et que At=1 3— %] ; la formule de b) vaut-elle pour

n=-17

J/

Exercice 6 - Matrice symétrique 2 x 2

. _ /3 1\ _ /11
So1tM—<1 3>—212+]avec]—<1 1>.

a) Calculer J* et en déduire M" par le bindme.

Vs

- _ 4 (136 120
b) Vérifierpourn=4 (M~ = <120 136>)'
c) Retrouver le résultat en diagonalisant M avec les vecteurs (1, 1) et (1, —1).
Mn

d) Etudier le comportement de g quand n = 4o,

- J

Exercice 7 - Puissances d’une matrice de transition

1 1
Soit Q = ? 3 (matrice de transition d’une chaine de Markov a deux états) et
4 4
1 2
_[ 3 3
L= 12 )
3 3
a) Vérifier que QL=LQ =L et L* = L.

b) Montrer que Q =L + %(Iz —L), etque L(I,—L)=0.

—_
—_ N
W N|=

c) En déduire Q" =L + %([2 — L) et vérifier pour n = 3 (Q3 =

SR
g|u> w'w
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Chapitre 15 - Calcul matriciel 3

L d) Quelle est la limite de Q" ? Interpréter. J

Exercice 8 - Exponentielle d’une matrice nilpotente

010
2
SoitN={0 0 1 et,pourtER,E(t)=I3+tN+%N2.
000

a) Ecrire E(t) explicitement.
b) Montrer que E(s)E(t) = E(s + t).
c) En déduire que E(t) est inversible d’'inverse E(—t).

d) Montrer que X(t) = E(t)X, vérifie X'(t) = NX(t), et résoudre X' =y, y =2z, 2 = 0 avec
X(0) =(1,2,3).

J/

Exercice 9 - Une matrice non diagonalisable

. /1 1
801tA—<_1 3>.

a) Vérifier que (A — 212)2 = 0.
b) Ecrire A = 2I, + N et calculer A".

Vs

. _ 3_[(—4 12
c) Verifier pourn=3 (A” = <_12 20>).

d) Montrer que A n’est pas diagonalisable : si A = PDP ! avec D diagonale, que
vaudrait (D — 2I)* ?

J/

Exercice 10 - Puissances d’une triangulaire 2 x 2

Soienta#cetT = <a b>.
0 c

Vs

. a" pa=c"
a) Montrer par récurrence que T™ = a—c |,

0 c"

b) Que devient la formule quand ¢ — a ? Retrouver le cas a = ¢ par le binome.

c) Application : T = <3 i> ; calculer T*.

d) Vérifier par un calcul direct de T? puis T = (TH%

N
-

Exercice 11 - Matrice de permutation circulaire

001
SoitC={10 0
010

a) Calculer CX pour X = (x, y, z)T, puis Cc? et C°.
b) En déduire C" selon n modulo 3, et C™ L.

c) Montrer que Iz + C + c? = J (matrice des uns).
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L d) Calculer (I3 + C)3 en utilisant C° = I5 et le binome.
J

Exercice 12 - Suite vectorielle affine

1
= 0
On étudie X,, .1 =AX,,+ Bavec A = (2) 1 ,B=<é>eth=<8>-

a) Déterminer le point fixe L tel que L = AL + B.
b) Montrer que Y, = X,, — L vérifie Y, ,; = AY,, et en déduire X,, = L + A"(X, — L).
c) Donner X,, explicitement et sa limite.

d) Calculer X, X, directement et par la formule.
G J

Exercice 13 - Puissances d’une symétrie combinée

I+S H_I1-S
2 Q= 2

a) MontrerqueP2 =P, Q2 =Q,PQ=QP=0etP+Q=1
b) Pour a, b réels, montrer que (aP + bQ)" = a"P + b"Q.
c) Ecrire M = al + BS sous la forme aP + bQ et en déduire M".

Soit S une matrice telle que S ‘=] etP=

d) Application : S = <(1) (1)> M = <:1)) :1))> ; retrouver le résultat de 1’exercice « Matrice

symétrique 2 X 2 ».
- J

Exercice 14 - Trace des puissances

Soit A € M,(R) de trace s et de déterminant p.

a) Rappeler que A*=3sA- pl, (Cayley-Hamilton), et en déduire t, ., =st,,1 — pt, ou
tn = tr(A").
b) Calculer t, t;, puis t, et t3 en fonction de s et p.

4 -2

c) Application : A = < 11

. 5 5
> ; calculer tg par la récurrence et comparer avec 2° + 3°.

d) Montrer que si A a les valeurs propres A, p, alors t, = A" + u" (sommes de Newton).
S J

Exercice 15 - Synthése : puissances par Cayley-Hamilton

) 1 1
Soit A = <_2 4>.

a) Montrer que A*—5A+ 6l, = 0.

b) Déterminer le reste R, = a,X + b,, de la division de X" par X*-5X+6, et en
déduire A" = a,A + b,I,.

—38 46

d) Retrouver ce résultat par diagonalisation en cherchant des vecteurs V tels que
AV =2V et AV = 3V,

- J

c) Vérifier pour n = 3 (A3 = <_11 19>).
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