Licence 1 — Dénombrement et probabilités

Fiche de révision

Dénombrement et probabilités — L1
Fiche de révision — formules, méthodes et pieges

1. Cardinaux et principes

JAUB| = |A|+|B| = |ANB|,  |Ex F|=|B||F|.

Principe multiplicatif : n; choix, puis no, etc. = ni---np

possibilités.
Si |E| = p, |F| = n, nombre d’applications F — F':

]

2. Quel dénombrement ?

Situation Nombre

p choix ordonnés, nP

répétition
n!

g 4 P _
P ChO}X ) o.rfionnes, AP = T =p)
sans répétition

. n J—
p’ch01x non ordon- (p) =
nés n!

pl(n —p)!

Permutation n!

Question réflexe : deux résultats qui ne different que par
I’ordre sont-ils identiques ?

3. Combinaisons
n n n n—1 n—1
= , = ui .
P n—p P p p—1

Binome de Newton :
(Z) av ek |
k=0

(a+b)" =

4. Probabilités finies
P(Q) =1, ]P(AC) =l= ]P)(A)v
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Sous équiprobabilité :

P(A):%.

Ne jamais utiliser cette formule sans justifier I’équiprobabilité.

5. Conditionnement

o I N N

SiP(B)>0:
P(A | B) = IF’(]?(_;)&
Donc
P(AN B) =P(B)P(A | B).
Chaine :

P(ANBNC)=P(APB | APC | AN B).

6. Probabilités totales et Bayes

Si (Bi) est un systéme complet :

P(4) = > PB(B)P(A| B;) |

Bayes :

P(B;)P(A | By)

P(B; | 4) = =g

Remplacer P(A) par la formule des probabilités totales si né-
cessaire.

7. Indépendance

|A LB < P(ANB) =P(A)P(B)|

SiP(B)>0: AL B < P(A|B)=P(A).
Attention : indépendance # incompatibilité.

8. Variable aléatoire finie

., X,y avec probabilités p; :

Si X prend les valeurs 1, ..

Zpi =1,

o(X) =/ Var(X).

Var(aX + b) = a® Var(X).

| Var(X) = E(x?) - E(X)? |

E(aX +b) = aE(X) + b,

9. Bernoulli et binomiale

X ~B(1,p) :

E(X) =p, Var(X) = p(1 - p).

Pour n épreuves indépendantes, méme probabilité de succes
D 3
X ~ B(n,p),

P(X =k) = <Z>p'“(1 -p)" " |

E(X) = np, Var(X) = np(1 — p).

10. Méthode express

. Décrire précisément les issues.

. Décider : ordre ? répétition ?

. Choisir nP, AP, (;) ou n!.

En probabilité : vérifier I’équiprobabilité.

. Informations successives = conditionnement.

. Plusieurs causes = probabilités totales.

. Effet observé — cause = Bayes.

. Variable aléatoire = écrire sa loi avant E et Var.

11. Piéges a éviter

— Arrangement alors que 'ordre ne compte pas.

— “favorables / possibles” sans équiprobabilité.

— Confondre P(A | B) et P(B | A).

— Confondre indépendance et incompatibilité.

— Loi binomiale sans indépendance ni probabilité constante.
— Oublier que Var(X) = E(X?) — E(X)%
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12. Mini-exemples

Equipe de 3 parmi 10 : (130) = 120.
Trois roles distincts parmi 10 : A3, = 720.

Deux rouges sans remise, urne 4R /6B :
43 2
P(RR) = 109~ 15

Bayes : toujours écrire d’abord le dénominateur avec les pro-
babilités totales.
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Fiche de révision

Dénombrement et probabilités — L1
Fiche de révision — réflexes de résolution

A. Décider si ’ordre compte

Comparer deux résultats qui ne different que par une permu-
tation.

— Meéme résultat = combinaison.

— Résultat différent = liste ou arrangement.

Exemple : un comité {A, B, C} est le méme que {C, A, B}; un
podium (A, B,C) n’est pas le méme que (C, A, B).

B. Complémentaire

Pour compter ou calculer une probabilité, “au moins un” est
souvent plus simple par le complémentaire :

| P(4) = 1-P(4°)

Exemple : avec n essais indépendants de succes p,

P(au moins un succes) = 1 — (1 — p)".

C. Tirages : avec ou sans remise

Avec remise : la composition ne change pas; les tirages
peuvent étre indépendants.

Sans remise : la composition change ; les probabilités condi-
tionnelles changent d’un tirage au suivant.

D. Arbre pondéré : regles

Sur un arbre de probabilités :

— somme des probabilités sortant d’un méme noeud = 1;

— probabilité d’'un chemin = produit des probabilités de ses
branches ;

— événement réalisé par plusieurs chemins disjoints = somme
des probabilités des chemins.

E. Bayes : schéma mental
Si C' est une cause et T un résultat observé :

P(O)R(T | C)

P(C|T) = =0

Le dénominateur est la probabilité totale du résultat observé.
Bayes inverse le conditionnement, il ne permet pas d’échan-
ger directement C et T.

F. Loi d’une variable aléatoire

Tableau-type :

x |:81 i) Xy
P(X=2) |p1 Pz - pr

Toujours vérifier p; > 0 et Zl p; = 1 avant de calculer I’espé-
rance.

G. Calcul rapide de la variance

Souvent plus efficace :

| Var(X) = E(X?) — E(X)?|

avec

E(XQ) = Z xfpl

La variance est toujours > 0 et posséde 'unité au carré ; ’écart-
type retrouve 'unité de X.

H. Formule binomiale : reconnaitre le cadre
Il faut simultanément :

1. un nombre fixé n d’épreuves;

deux issues : succes/échec;

mémes probabilités p et 1 — p;
indépendance des épreuves;

S 8

. X = nombre de succes.
Alors seulement X ~ B(n,p).

I. Contréles de cohérence

Avant de rendre :

— une probabilité doit étre dans [0, 1];

— les probabilités d’une loi doivent sommer a 1;
— () =2

— Var(X) > 0;

— dans A%, il faut p < n;

— dans un probléme d’équiprobabilité, numérateur < dénomi-
nateur.

J. Formules a savoir par cceur

p 1l ny\ n!
5= (n—p)V’ <p) ~ pl(n—p)l’

P(AN B)
P(B)

P(4) =) B(B)P(A| By),

P(A|B) =

P(B;)P(A | By)
P(A) ’

E(X) =Y mipi, Var(X)=E(X?) - E(X)".

B(B; | A) =

K. Exemple complet éclair

Une urne contient 3 rouges et 2 bleues. On tire 2 boules sans
remise. Probabilité d’avoir une de chaque couleur :

LAY _ 2
CEE F
En dénombrement équiprobable :

M6 _6 _3

) 100 5

Deux méthodes correctes, méme résultat.

L. Réflexe final

D’abord compter, ensuite probabiliser. Une formule de
dénombrement choisie sur le mauvais modele produit un résul-
tat faux méme si le calcul algébrique est parfait.
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