Chapitre 6 - Dérivabilité 1

Plaquette 2 - Calculer des dérivées, tangentes et raccords

Dérivabilité — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Regles de dérivation.

(uv) = uv+uv (%) = w (geu) =u xgou
Y
_ u1= ru o, /=i. ’— u' . a/= a—1
(%) =ue"; (Inu) = 7 ; (Vu) = 5= ; (U =auu®" "
’ 1 1
— arctan’ = ; arcsin’ = sur | —1;1
1+x2 J1 = x2 ] [

— Tangente en a : y = fla) + f(a)(x — a).

— Réciproque : si f(xg) # 0 et y, = fixo), alors (f~')(y,) = ]‘%
0
— Raccord en a : f dérivable en a = taux d’accroissement de limites a gauche et a
droite égales et finies.

- J

Correction de I’exercice 1 - Trois dérivées

— Produit : f(x) = 2xe X — (x*> + 1)e™, soit
FOO)=—-(2=2x+1De*=—-(x—1)%e>*=0
— fest donc décroissante sur R (dérivée nulle seulement en 1).
, 2X S
— x) = —22_ (dérivée de Inu).
G090 = 2 ( )
h(x) = 2sinxcosx _ Sinxcosx

= (dérivée de yiI avec u = 1 + sin’x > 0).
2\/1 + sin’x \/1 + sin’x

X 2x . p’ — Sinxcosx

;g = ; )
x*+1 V1 + sin®

Correction de l'exercice 2 - Arctangente et son inverse

Réponse. [ = —(x — l)ze‘

Par la formule de la composée, avec u = % u = —é :
1
, 1 x> 1 1
(x) = + = - =0
¢ 1+x2 1+L 14+x* x*+1
X

— @ est dérivable de dérivée nulle sur I'intervalle ]0; +«[ : elle y est constante, égale a
o(l) = % + % = %

— Sur ] — «; 0[, méme calcul, et p(—1) = —% : la constante change, car R* n’est pas un
intervalle.

Réponse. ¢ =0; ¢ = % sur ]0; +oo[.

Correction de I’exercice 3 - Dériver x puissance x

On écrit x* = eXI"X, puis on dérive la composée :

F(x) = (xInx) eX™* = (Inx + 1) x¥
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Chapitre 6 - Dérivabilité 2

— x*> 0, donc f a le signe de Inx + 1 : négatif sur }0 ; %[ positif ensuite.

— fatteint son minimum en 1 :f(%) =e /= 0,692.

— Piége : x¥ n’est ni une puissance x" (dérivée nx" ~!) ni une exponentielle a* (dérivée
a*lna).

Réponse. f(x) = (Inx + 1)x*; minimum en %.

Correction de l’exercice 4 - Dérivée de 1’arcsinus

sin est une bijection de [—%;ﬂ} sur [—1; 1], de dérivée cos, qui ne s’annule pas sur

2
}—% ; %[ Pour y = sinx avec x dans cet intervalle ouvert :
arcsin’(y) = colsx = 1 1

\/1 — sin’x - \/1 - y?

— On a pris cosx = +/1 — sin®x, car cosx > 0 sur ]—%%[

— Eny = =*1, sin” = cos s’annule : la courbe de arcsin a une tangente verticale, et le
taux d’accroissement tend vers + .

Réponse. arcsin’(y) = 1, tangentes verticales en =1.

\[1 —y2 ’
Correction de l'exercice 5 - Tangente et position

Inl =0etln’(1) =1 :latangente esty = x — 1.

— On étudied(x) =x—1—-Inxsur]0;+wo[:d(x)=1 - % négative sur ]0; 1[, positive
ensuite.
dx)=d(l)=0elnx=x-1

— La courbe est sous sa tangente, avec contact seulement en 1. C’est l'inégalité
fondamentale du logarithme.

— Conséquence : In(1 +t) =t pourt> —1.

Réponse. y=x—-1;Inx=x—-1.
Correction de I’exercice 6 - Tangentes passant par un point

La tangente au point d’abscisse a a pour équation
y = a?+ 2a(x — a) = 2ax — a?

— Elle passe par A si et seulement si —1 =2a x 0 —a?, soita?=1:a=1oua = —1.

— Deux tangentes : y = 2x — 1 (point de contact (1;1)) et y = —2x — 1 (point de contact
(=1;1)).

— Méthode : on parameétre la tangente par 1’abscisse du point de contact, puis on impose
la condition.

Réponse. y=2x—1lety=-2x—-1.
Correction de l’exercice 7 - Un raccord dérivable

Chaque morceau est dérivable sur son intervalle ouvert ; tout se joue en 1.

— Continuité en 1 : f(1) = 1 et la limite a droite vaut a + b. Condition : a + b = 1.

— Dérivabilité : a gauche, le taux d’accroissement tend vers 2 X 1 = 2 ; a droite, pour
h>0,
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Chapitre 6 - Dérivabilité 3

fA+h)—f(1) _a+ah+b-1
h h

— Condition : a = 2, donc b = —1. La droite y = 2x — 1 est la tangente a la parabole en 1 :
le raccord est « lisse ».

=a (aveca+b=1)

Réponse.a=2,b = —1.

Correction de I’exercice 8 - Dérivable mais pas de classe C!

—EnO:M=hsin%s|h|—»0:ﬂ0)=0.

— Pour x # 0, par les regles de calcul :
f(x) = 2xsinL - cos L
— Le premier terme tend vers 0, mais cos % n’a pas de limite en O : f n’a pas de limite en
0, donc n'y est pas continue.
— Une fonction dérivable n’a donc pas forcément une dérivée continue (elle n’est pas
« de classe C! »).

Réponse. f(0) =0; f(x) = 2x sin% — cos% sans limite en 0.

Correction de l'exercice 9 - La racine en 0

— Taux d’accroissement de —en O : % = — 4. Non dérivable : tangente verticale.

1
Jh h-0

— Pour x/x = x3/2;

h h-0

— Dérivable en 0 (a droite), de dérivée nulle ; sur ]10; +[, sa dérivée vaut %JY , qui tend
aussi vers 0.
— Multiplier par x « aplatit » la tangente verticale.

Réponse. - non ; x/x oui, dérivée nulle en 0.
Correction de l’exercice 10 - Factoriser une dérivée

Dérivée d’un produit, en gardant les facteurs communs :

FOO=2x = Dx+2)> +3(x— 1)*(x +2)* = (x = D)(x + 2)*(2(x + 2) + 3(x = 1))

— soit f(x) = (x — 1)(x + 2)*(5x + 1).

— (x+ 2)2 = 0 ; le signe dépend de (x — 1)(5x + 1) : positif sur ]—oo ; —%[ négatif sur
}—%; 1[, positif sur ]1; +oo[.

— fa un maximum local en —% et un minimum local en 1 (f(1) = 0). En -2, f s’annule
sans changer de signe : ce n’est pas un extremum.

Réponse. f(x) = (x — 1)(x + 2)°(5x + 1).
Correction de I’exercice 11 - Dérivée d’une réciproque sans la calculer

— fl0)=0+1 =1, donc g(1) = 0.
— f(x) =1+ e*> 0 ne s’annule pas ; par la formule de dérivation de la réciproque :
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Chapitre 6 - Dérivabilité

1 _ 1 _ 1
f(g)) f@O) 1+1

— On n’a jamais eu besoin de I’expression de g, qui ne s’écrit pas avec les fonctions
usuelles.

— Géométriquement, la tangente a la courbe de g est la symétrique, par rapport a y = x,
de celle de f': les pentes sont inverses.

g) = =2

Réponse. g(1) =0; g(1) = %

Correction de I'exercice 12 - Vitesse d’un mobile

La vitesse est la dérivée de la position :
v(t) = X(t) = 3t = 12t + 9 = 3(t — 1)(t — 3)
— Le mobile s’arréte (v =0) aux instantst=1sett =3 s.

— Sur[0;1[ et ]3;+x[,v>0:il avance ; sur ]1;3[, v< 0 : il recule.

— Positions : x(1) =4 m, x(3) = 0 m ; il revient a son point de départ at = 3 s avant de
repartir.

Réponse. Arréts a 1 s et 3 s ; recule entre les deux.
Correction de I’exercice 13 - Dériver a partir de valeurs

On applique les regles de dérivation au point 1, en évaluant chaque dérivée au bon
endroit.
— Composée : la dérivée de g est prise au point f(1) = 2 :
(g NM)=Ff1)xg(f(1)) =3xg(2)=3x(-1)=-3
— Carré : (f*) = 2ff, donc (F)(1) =2x 2 x 3 =12,

_ (1Y = _f 1\1y=_3
Inverse : (f) 2 donc (f) (1) T
— Erreur fréquente : écrire g’(1) au lieu de g'(f(1)) dans la dérivée d’une composée.

Réponse. —3; 12 ; —%

Correction de l'exercice 14 - Vrai ou faux ?

a) Vrai : en dérivant f(—x) = f(x), on obtient —f(—x) = f(x).

f(=x) = =f(x)
b)Vrai:f(a+h)—f(a)=hxw~0xf(a)=0.

c) Faux : |x| est continue et non dérivable en 0.

d) Faux : x3 a une dérivée nulle en 0 sans extremum (la dérivée ne change pas de
signe).

Réponse. a) vrai - b) vrai - ¢) faux - d) faux.
Correction de I’exercice 15 - Syntheése : une réciproque reconnue

a)x2+1 >x2 = |x| = —x, donc x +Vx?+ 1 > 0 : F est bien définie, et dérivable comme
composée de fonctions dérivables.

2
b)Avecu=x+\2+1, 0 =1+--X_=¥"+1+x.
Ix2+1 D2 +1
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Chapitre 6 - Dérivabilité

N N
c) F' > 0 : strictement croissante. G(x) = F(x) + F(—x) a une dérivée F'(x) — F(—x) = 0 et
G(0) =0:G =0, F est impaire. (F est la fonction argsh.)

1

Réponse. b) F' =
x2+1

- C) croissante, impaire.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



