Chapitre 18 - Déterminants 1

Plaquette 4 - Comatrice, endomorphismes et géométrie

Déterminants — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Comatrice : com(A)U = (—1)i+inj et
Acom(A)T = com(A)TA = (detA)I,

D a1 1 T
SidetA=0:A detAcom(A) .

— Déterminant d’un endomorphisme : detf = det Matz(f), indépendant de B car
det (P"'AP) = detA.

— det(g ° f) = detgdetf; f bijectif & detf = 0.

— Volumes : pour f € L(R"), vol(fiK)) = | det flvol(K).

— Tétraedre ABCD : vol = %|det (EE E)

- J

; triangle : %l det|.

Correction de l’exercice 1 - Inverse 3 X 3 par la comatrice

a) Développement selon la premiere colonne :
1x(1-3)—-0+2%x(6+1)=-2+14=12.

b) Cofacteurs (mineur avec signe (—1)i+j) :

— Lignel:+(1—-3)=-2, —(0—6) =6, +(0 —2) = —2.
— Ligne2:-(2+1)=-3,+(1+2)=3, —(1-4) = 3.
— Ligne3:+(6+1)=7 —(3-0)=-3, +(1-0) = 1.
26 -2 2 -3 7
comB)=|-33 3 | B_1=% 6 3 -3
7 -31 23 1

1
detB

d) Premiere ligne de B fois les colonnes de 12B™'. —2+12+2= 12, -3+6-3=0,
7—-6—1 =0 : premiere ligne de 1213 v

— X=B7Y12,0,0) = (-2,6, —2). Vérification : —2+12+2=12v,6-6=0 ,
-4+6-2=0v

c) C’est la formule B~ l= com(B)T (attention a la transposée).

-2 -3 7
Réponse.detB=12,B"' =16 3 -3 |;X=(-2,6-2).
-2 3 1

Correction de l'exercice 2 - Déterminant et rang de la comatrice

a) On prend le déterminant de Acom(A)T = (detA)l, :
detA - detcom(A) = (detA)" = detcom(A) = (detA)" ™ *

b) Développement de comA selon la premiére ligne :
22+2)—1(-4-4)-1(4-4)=8+8-0=16=4° v

c) Acom(A)T = 0 : les colonnes de com(A)T sont dans kerA, de dimension 1, donc
rgcom(A) < 1. Et un mineur d’ordre n — 1 est non nul (rang n — 1), donc comA # 0 : rang
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Chapitre 18 - Déterminants 2

1.

2 4 -2 1
(2, —1), qui engendre kerA v

1 2 4 =2 . . .
— Exemple : com< > = < > rang 1, et ses lignes sont proportionnelles a

d) Tous les mineurs d’ordre n — 1 sont nuls (sinon le rang serait = n—1) : comA = 0.

Réponse. detcomA = (detA)"_1 ; rgcomA =n, 1 ou 0 selon que rgA =n, n—1 ou
=n-2.

Correction de I’exercice 3 - Déterminants d’endomorphismes de polynomes
a) T (Xk) =X+ l)k = X"+ (degré < k) : matrice triangulaire supérieure a diagonale de 1,
detT = 1.
b) H (Xk) = 25x* . matrice diagonale.

detH = 20 x 21 X aee X 2n — 20+1+---+n — 2n(n+1)/2
c) E(X") = kx* + X* = (k + 1)X* : diagonale, detE =1 x2 x - x (n+ 1) = (n + 1)!.

d) Les trois déterminants sont non nuls : tous bijectifs.

_ 1 _

— det (H ! oE) = ggEfI = 2(,?(,: }))/‘2. Contrélen=1:H !-Ea pour matrice diag(1, 1)
dans (1,X), % =1v

Réponse. detT =1, detH = 2""*Y/2 detE = (n + 1)! ; tous bijectifs.

Correction de I’exercice 4 - Le déterminant de la transposition

-
a) (MT) = M. Donc (detT)2 = detid = 1.

b) T fixe Ell/ E22 et éChange E121 E21 :

1000
0010
Mat(t) = 0100/ dett= -1
0001
— (un seul échange de colonnes ramene a I,).
c) Dans une base formée d’une base des symétriques (T = id, dimension W) et d’une
(n-1)

base des antisymétriques (T = —id, dimension n 5 ), la matrice est diagonale de 1 et de

—1:dett=(-1)"""1'2 Controlen=2: (-1)! = -1 v

d) 7'7("2_ 1) vaut 0,1,3,6,10,15 pourn=1,...,6 :dett=1 pourn € {1,4,5}, et —1 pour
ne{2,73,6}.

Réponse. dett = (-1)"" "Y', _1 pour n =2 ; vaut 1 pour n € {1,4,5}.

Correction de I’exercice 5 - Multiplication a droite

a) La ligne i de MA est Ekmik(ligne k de A), c’est-a-dire [;A ou /; est la ligne i de M.

b) (E;, E;) décrit la premiére ligne de M. Les coordonnées de (A sont AT (transposer la
ligne en colonne). Les deux lignes évoluent indépendamment :

T
Mat(Ry,) = (A OT>
0 A
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Chapitre 18 - Déterminants

2
c) Diagonale par blocs : detRy = (detAT) = (detA)Z.

d) En taille n : n blocs AT, detR, = (detA)". Donc Ry bijective = detA # 0 = A inversible
(et alors Rgl = R -1).

1 2
3 4

Réponse. Mat(R,) = diag(AT,AT), detR, = (detA)2 ; en taille n : (detA)".

— Exemple : A = < > detR, = (—2)2 = 4, comme pour la multiplication a gauche.

Correction de l’exercice 6 - Matrices orthogonales

a) det(QTQ) = det(QT) detQ = (detQ)? = 1.

b) detRy = cos?0 +sin”0 =1 ; detSy = — cos?6 — sin’6 = —1.

c) Colonnes (cos6,sin0) et (sinf, — cosh) : normes 1, produit scalaire
cos0sinf —sinfcosO =0 : SESQ = [,. Comme Sy est symétrique, SS = SZSQ =I,.

detRy = 1 (conserve l'orientation), detSy = —1 (la renverse)
20
d) Non : 0 1 a pour déterminant 1 mais n’est pas orthogonale (elle ne conserve pas
2

les longueurs : e; » 2e;). Le déterminant ne mesure que les volumes, pas les longueurs.

Réponse. detQ = =1 ; rotations : +1, réflexions : —1 ; réciproque fausse.
Correction de I’exercice 7 - Impossibilités par le déterminant

a) (detA)2 = det (Az) =det(—I3) = (—1)3 = —1 : impossible pour un réel.

0 -1
b)A = <1 0
dimension paire, det (—I,) = 1.

c) (detN)k = det (Nk) = 0, donc detN = 0. Ensuite, la somme télescope :

> (rotation d’un quart de tour) CA% = —I, et (detA)2 =1= (—1)2 v En

(In+N) (I = N+N* =+ (=) TN = L+ (D) TN =1,

— I, + N est inversible (on peut méme montrer det (I, + N) = 1).

d) det(AB) = det(—BA) = (—1)3detB detA, donc detAdetB = —detAdetB, d’ou
detAdetB = 0 : impossible avec A, B inversibles. (En dimension 2, <(1) (11> et <(1) (1)>
anticommutent.)

Réponse. A*= -] » impossible pour n impair ; N nilpotente : det N = 0, I + N inversible ;
anticommutation impossible en dimension 3.

Correction de l’exercice 8 - Aires transformées par une application linéaire
21
— —_— ]_ — .
a) det < 1 3> 6 5

b) Le carré unité a pour image le parallélogramme construit sur fle;) = (2,1) et
fle;) = (1, 3), d’aire |detf] x 1 = 5.

c)AiredeOAB:%xl><2=1.Image:air95x1=5.
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=1lx10=5v

2

— Contréle direct : f(A) = (2, 1), f(B) = (2,6) ; %Hf 625H

d) det = ab, et le disque a pour aire 11 :
A(ellipse) = |ab| x m = mab
— Poura=b=r:mor’v

Réponse. detf = 5 : toutes les aires sont multipliées par 5 ; triangle image d’aire 5 ;
ellipse : mab.

Correction de l'’exercice 9 - Volume d’un tétraedre

a) Colonnes (1, 2,0), (0,1, 3), (2,0, 1) ; développement selon la premiere ligne de
102

210
031
1(1-0)—-0+2(6-0)=13
b) vol = 1—63.
c) Le tétraedre O, e4, e,, e3 a pour volume % X base X hauteur = % X % x1= % et
det(ey, ey, e3) = 1. L’application linéaire envoyant e;, ey, e sur AB, AC, AD multiplie les
volumes par |det| : volume |de%t|.

d) E est dans (BCD) si et seulement si det (B_Cf BD, ﬁ) =0.BC=(-1,-1,3),
BD=(1,-2,1),BE=(2,1,4) :
-11 2
— -1 -2 1|==-1(-8-1)-1(-4—-3)+2(-14+6)=9+7+10=26 =0 : E n'est pas
3 1 4
dans le plan.

Réponse. det = 13, volume % ; E ¢ (BCD) (déterminant 26).

Correction de I'exercice 10 - Invariants de similitude

a) det (P‘lAP) = detP 'detAdetP = detA ; tr(P_l(AP)) = tr((AP)P_l) = trA.

b) Déterminants : 4 — 6 = —2 et —2 (égaux). Traces : 5 et —1 (différentes) : non
semblables.

c) Traces 2 et 2, déterminants 1 et 1. Mais P oP = I, pour tout P : la seule matrice
semblable a I, est I, elle-méme. Donc non semblables.

d) P_l(xIn —A)P =xI,,— P 'AP, et on applique a) :
det (xIn - P_lAP) = det (xI,, — A)

— Bilan : déterminant, trace et polynéme caractéristique sont des conditions
nécessaires de similitude, pas suffisantes (c) le prouve).

Réponse. Mémes det, trace, det (xI — A) ; b) non semblables (traces 5 # —1) ; c)
invariants égaux mais non semblables.

Correction de I’exercice 11 - Aire d’un parallélogramme dans l’espace
u-u u-v 21
a) G = <v-u v-v> = <1 2>, detG = 3.
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10
01
carrés : 3 v (formule de Cauchy-Binet).

cJuav=(0-1-1-1,1-0-1-1,1-1-0-0)=(-1,-1,1), de norme au carré 3 : ses
coordonnées sont, au signe pres, les trois mineurs.

d)
A = [det (MTM) = luav|=V3

— Généralisation : pour k vecteurs de R", le « volume » k-dimensionnel vaut
Jdet (MTM) , et det (MTM ) = 0 avec égalité si et seulement si la famille est liée.

10
11

01

b) Lignes (1, 2) : ‘ 11

‘ =1 ; lignes (1, 3) : ‘ ‘ =1 ; lignes (2, 3) : ‘ ‘ = —1. Somme des

Réponse. detG =3 = 1%+ 12+ (=1)* = [Ju A v||? ; aire V3.
Correction de I’'exercice 12 - Dérivée du déterminant en l'identité

a) (1 +ta)(1 + td) — t?bc :
det(I, + tA) = 1 + t(a + d) + t3(ad — bc) = 1 + ttrA + t>detA

b) Dans la formule développée, seul le produit diagonal H (1 + ta;;) contient des termes
de degré =1 : 1 +t(ay; + ay + asz). Tout autre terme contient au moins deux coefficients
hors diagonale, chacun multiplié par ¢ : o(t?).

c) Immeédiat : le coefficient de t est trA.

d) detM(t + h) = detM(t) det (I + hM ™M + o(h)) = det M() (1 + htr(M~'M") + o(h) ), d’ou
la dérivée (formule de Jacobi).

— Exemple : M(t) = diag(e', e), det = e, dérivée 3e3' ; et M 'M’ = diag(l, 2), trace 3 v
Réponse. det (I + tA) = 1 + ttrA + O(t?) ; (detM) = detMtr(M_lM').

Correction de l’exercice 13 - Comatrice d’'une matrice de rang 1

a) Tout mineur 2 x 2 de Jvaut1 -1 =0.

b) detA=D3(1+A,1)=QA + 3)A2. On cherche (AI + ) (al +B]) =1:

Aal+ (a+AB+3B) =1 a 3 B G +3)
211
c)A=1:A=(1 21 ,detA=4,A_1=I—%]:coefficient diagonal %, hors diagonale
11 2
_1
T
Cofact 1,1): 2 Y3 et-3 =3, Cofact 1,2): " Ho g etzt=—1y
— oaceur(,).lz—,em—z oaceur(,).—lz——,eT——Z

d) A = -3 :detA =0 etrgA =2 (mineur = 3 # 0), donc rgcomA = 1 (exercice 2).

-2
1 =2

Réponse. com/ = 0 ; detA = Az(A + 3), A7l = %I— —3 : rgcomA = 1.

1 L =
A(A+3)‘]'A_
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Correction de l’exercice 14 - Changement de variables linéaire et intégrale
double

u 11 X , . _
a) <v> = <1 —2>(y>’ déterminant -2 -1 = -3.

b) P est I'image du rectangle R = [0, 2] x [0, 3] (en (u, v)) par I'inverse, de déterminant

-1
3
c)
AP) = ‘—% xAR) =1 x6=2
d) Inverse : x = % y= “5". Sommets : (u,v) = (0,0) ~ (0,0); (2,0) ~ (% %) ;
(0,3)~(1,-1).
21
— Aire = 3 = |—% - %| = 2 v (C’est le principe du jacobien dans les changements
£ -1
3
de variables des intégrales multiples.)

Réponse. Déterminant —3 ; aire = Q =
Correction de I'exercice 15 - Synthese : I’endomorphisme P » P(X) + P(X +
1)

a)f(l)=2,fX)=2X+1, X)) =X+ X+ 1)*=2X>+2X+1:
211

A=(022) detf=8, trf=6
002

b) Cofacteurs : ligne 1 :4,0,0;ligne 2 : —=(2—-0)=-2,4,0;ligne3:(2-2) =0,
—(4-0)=-4,4.

4 -2 0 7 "5 0
— A =lecom@)'=o0o4 -4)=|l0 1 -1
00 4 0 0 %
c) Troisieme colonne : P = ——X + —X X X vVérification :

X oy K 1)22—(X+ D_X=X4xaX o x2

d) P(X) + P(X + 1) = 2P + AP. Comme A® = 0 sur R,[X] :

(2+A)- 1(1 A+A4>=1+%3=id.Contr6le:%(X2—72X2+1+%

2
)=X2—X./

2
Réponse. detf =8, trf =6 ; AL triangulaire ; P = X 2_X'
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