Chapitre 18 - Déterminants 1

Plaquette 2 - Déterminants d’ordre n : techniques et récurrences

Déterminants — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Opérations : C; — C; + AC; ne change rien ; I'’échange de deux colonnes change le
signe ; factoriser une colonne sort le facteur.

— Astuce de la somme : si toutes les lignes ont la méme somme s, alors
C,<C{+Cy+ -+ C, fait sortir s en facteur.

— Tridiagonal (diagonale a, sur-diagonale b, sous-diagonale c) : développement
selon la derniére colonne,

Dn=aDn_1—bch_2

— Récurrence linéaire d’ordre 2 : équation caractéristique r? = ar — bc ; racines
distinctes ry,ry : D,, = Arl + urj ; racine double r: D, = (A + un)r".

— Vandermonde : det (xj’)o = I, <0G =X
— Blocs triangulaires : det <§ g> = detAdetD.
& J

Correction de I’exercice 1 - Diagonale a, b partout ailleurs

a) Chaque ligne a pour somme a + (n — 1)b. On remplace C; parC; +C, + -+ C, et on
factorise :

1 b b
Dy=@+m-vp, 4P
1 b a

— PuisL; < L;—L; pouri= 2 : laligne i devient (0,...,0,a—Db, 0, ...). Matrice triangulaire
de diagonale 1,a — b, ...,a — b : on obtient le résultat.

b)n=2:(@+b)a-b)=a?-b*>v Pourn=3,a=3,b=1:formule5 x 2% =20;
Sarrus : 27+1+1-3-3-3=20v

c) C’est D,(a, 1) : inversible si et seulementsia#1eta=1—n.
d)J,=D,1,1):det],=nx0=0(n=2,rang 1). J, —nl,=D,(1 —n,1):

det=0x(—n)"~ 1= 0, car le vecteur (1, ..., 1) est dans le noyau (chaque ligne somme a
0).

Réponse. D, = (a+ (n—1)b)(a — b)"_1 ; inversible ssia #beta# —(n—1)b; det], = 0.
Correction de l'exercice 2 - Le tridiagonal 2, -1

a)D,=2,D,=4-1=3,D3=2%x3—-(-1)(-1)x2=6—-2=4(Sarrus:8—-2-2=4v).

b) La derniere colonne a deux coefficients non nuls : 2 (position (n, n)) et —1 (position
(n—1,n)).
— Le premier terme donne 2D, _;. Le second, —(—1) X M, ou le mineur M a une derniere
ligne réduite a (0, ...,0,—-1) : M = —D, _,.
Dn=2Ds_1 = (=1)(=1)Dy-2=2D;-1 =Dy
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Chapitre 18 - Déterminants 2

¢c)D,-D,_1=D,,_1—D,_,=+-=D,—D; =1 :suite arithmétique de raison 1, et
D,=D;+(n-1)=n+1. (Racine doubler=1der*>-2r+1.)

d) D, = n+ 1 # 0 pour tout n. Le systéme 2y, —y,_, —,, , = h°f, (schéma aux différences
finies pour —y” = f) a donc toujours une unique solution.

Réponse. D, =2D,,_1—D,_,, D, =n+ 1 : toujours inversible.
Correction de I'exercice 3 - Une récurrence a deux racines

a) Formule du tridiagonal aveca =5, bc =6. A1 =5, A, =25-6=19.

b)r’—5r+6=0:r=2o0u3, donc A, =22"+ u3". Avec Ay = 1 (prolongement cohérent :
19 = 5x 5 — 6A,) :

A+pu=1, 2243u=5=p=3,1=-2, A,=3""1_n*!

c) Formule : 81 — 16 = 65. Direct, en développant selon la premiére ligne :
5%X19-2x3%x5-0)=95-30=65 v

d) Seul le produit bc intervient : échanger 2 et 3, ou prendre 1 et 6, ne change rien (
bc = 6). Conséquence : ces matrices, bien que différentes, ont toutes le méme
déterminant pour chaque n.

n+1_2n+1

Réponse. A, =3 ; ne dépend que du produit des coefficients hors diagonale.

Correction de l’exercice 4 - Fibonacci et déterminant

a)F,=1,F,=1-(1)(-1)=2,F3=F,+F;=3(Sarrus:1+0+0-0—-(-1)—-(-1)=3

v).

b) Formule du tridiagonal : F,=1-F,_1— (1) (-1)F,_, =F,_1+F,_>.

¢) F1=1= ¢, F, =2 = @, dans la suite ¢, = ¢, = 1, et méme récurrence : F, = ¢, , ;.

Suite: 1,2,3,5,8,13,21 : F; = 21.

d) Avecb=c=1:G,=G,-1—-G,-5,G;=1,G,=0. Suite 1,0,-1,-1,0,1,1,0, ... :
Gn+3=Gn+2_Gn+1=_Gn - Gn+6=Gn

+im/3

— Lesracinesde r>—r+ 1 sont e , de module 1 et d’argument % : d’ou la période 6.

Un signe change tout : croissance exponentielle d’un c6té, périodicité de ’autre.

Réponse. F,=F,_;+F,_,, F; =21 ; avec +1 des deux cotés, période 6 :
1,0,-1,-1,0,1.

Correction de l'exercice 5 - Vandermonde d’ordre n

a) X n’apparait que dans la derniére colonne (1,X, ..., X"~ Y. en développant selon cette
colonne, P est un polynéme de degré = n — 1. Pour X = x; (k = n — 1), deux colonnes sont
égales : P(x;) = 0.

b) Le coefficient de X"~ ! est le cofacteur de la position (n, n) : V(xy4, ..., X, - 1). Siles x;
sont distincts, P a n — 1 racines connues :
n-—1
P(X) = V(x1, ..., xp-1) | | (X=x)
i=1
— (Si deux x; coincident, les deux membres sont nuls.) On prend X = x,,.

c) Récurrence immédiate a partir de V(x;) = 1.
V(0,1,2,3)=(1-0)2-0)B-0)(2-1)3-1)3-2)=1%x2x3x1x2x1=12.

n> _nn-1)

5 5 facteurs (6 pourn =4 v).

d) Un facteur par pairei <j : <
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Chapitre 18 - Déterminants

Réponse. V = H,-<J-(Xj - X;) ((;) facteurs) ; V(0,1,2,3) = 12.

Correction de l'exercice 6 - La matrice des minimums

1
1
a) M, = 1
1

N NN -
W WwWwN =
B W N =

b) Laligneiest(1,2,...,i—1,i,i,...,i). La différence L, — L; _, vaut (0, ...,0,1,1,...,1) (le
premier 1 en position i). En partant du bas, chaque opération utilise une ligne pas
encore modifiée :

detm, =0 1o
0 -0 1

c) (LLT)U = ZkLiijk : nombre de k tels que k < i et k =, soit min (i,j) v
d) detM, = detL detL'=1x1=1 (triangulaires a diagonale de 1).

— Remarque : I’ordre des opérations en b) compte : en commencant par le haut, on
soustrairait des lignes déja modifiées.

Réponse. detM,=1; M, = LL" avec L triangulaire de 1.

Correction de l'exercice 7 - La matrice des distances |i — j|

01 012
a)detA2=‘ ‘=—1.A3= 1 01) Sarrus:0+2+2-0-0-0=4.
10
210
b) Les colonnesde A, : (0,1,2,3), (1,0,1,2), (2,1,0,1), (3,2,1,0). Les différences valent :
-1 -1 -1 3
1 -1 -1 2
1 1 -11
1 1 1 0

C) L2 — L2 + L1, L3 — L3 + L1, L4 — L4 + Ll : lignes (0, —2, _2, 5), (0, 0, —2, 4), (0, 0, 0, 3)
Triangulaire :

— detAy = (1) x (-2) x (=2)x 3 =—-12.

dn=2:(-1)x1x1=-1v;n=3:(+1)x2%x2=4v;n=4:(-1)x3x4=-12v
(La méthode de b)-c) se généralise telle quelle.)

Réponse. detA, = —1, detA; = 4, detA, = —12 ; detA, = (=1)" " '(n—1)2" "2
Correction de l'exercice 8 - Déterminant circulant d’ordre 3

a) Sarrus : a3+ b> + ¢3 — abc — abc — abc = a® + b> + ¢3 — 3abc.
b) C; < C;+ C,+ C5: colonne constante a + b + c.

1 bc
detC=(a+b+c)|l a b
1 c a
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Chapitre 18 - Déterminants 4

a-b b-c

=(@a-b)a-c)+(b-c)’
c—b a-c

c)L,—L,—Lq, Ly« L;— L, puis développement :

— =a?—ac—ab+bc+b*-2bc+c?=a?+b*+c? —ab—-bc—ca v

d) Développer les trois carrés donne 2a? + 2b* + 2¢2 — 2ab — 2bc — 2ca v . Ce facteur est
nul si et seulementsia =b = c.

— Conclusion : C est inversible si et seulement sia+ b +c # 0 et a, b, ¢ ne sont pas
tous égaux.

Réponse. detC = (a + b + ¢)(a® + b* + ¢ —ab — bc — ca) ; inversible ssia+ b + ¢ = 0 et
nona=>b=c.

Correction de I’'exercice 9 - Matrice en fleche

a) La nouvelle premiere colonne vaut (ao - Eal, 0,0, O) :lignei=1,1- aliai = 0. La
matrice devient triangulaire supérieure.

b) Produit des coefficients diagonaux :

detA = (ao - a% - a% - a%)alaza;;

O = =
N O -

4
C)Formule:1><2><(4—1—%>=2><%=5.Sarrussur 1
1

8+0+0-1-0-2=5v

d) det = ag — 3 : non inversible pour a, = 3. Vérification : le vecteur (1, -1, -1, —1) est
alors dans le noyau (3—3 =0et 1 —1 = 0 pour les autres lignes) v

Réponse. detA = alaza3(a0 - E%) ; exemple : 5 ; non inversible pour ay = 3.

Correction de I'’exercice 10 - Déterminant par blocs symétriques

a) Les opérations sur colonnes C; < C; + Cj, , ne changent pas le déterminant :

A+B B| |[A+B B
B+A A 0 A-B

detM = ‘ = det(A + B)det(A — B)

— (seconde égalité : L;, , < L;,, — L;; troisieme : triangulaire par blocs).

3 1> (dét. 8),A—B = <1 !

b)A+B=<1 3 -

> (dét. 0) : detM = 0.

c) Dans b), (detA)2 - (detB)2 =9 —1 =8 # 0. Les blocs ne se manipulent pas comme des
nombres (non commutativité).

ab
b a

Réponse. detM = det(A + B)det(A — B) ; exemple : O ; pas (detA)2 - (detB)z.

dn=1: =a?—b*=(a+b)a-b) v

Correction de l'exercice 11 - Matrices de rang au plus 2

a) Cj— Cj—l =(1,1,...,1) pour tOU_tj =2: C3 - Cz = C2 - Cl, soit Cl - 202 + C3 =0.
Relation de dépendance entre colonnes : déterminant nul.

b) La colonne j vaut X + ij avec X = (xq,...xp) et U=(1,...,1) : toutes les colonnes sont
dans Vect(X, U), de dimension < 2.

c)n=2:

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 18 - Déterminants 5

X1+y1 X1+y2
X2 +y, X2tYy,

= (Xl +y1)(x2 +y2) - (Xl +y2)(x2 +y1) = (Xl - XZ)(yz _yl)

— (apres développement, x;x; et y,y, se simplifient, il reste x1y, + y;x2 — X1y, — X2¥,.)
d) Colonne j = yX :rang <1, déterminant nul dés n = 2.

Réponse. Rang =< 2 donc déterminant nul pourn = 3 ; pourn=2: (x; — x2)(y, —y,) ;
det (x,-yj) = 0.

Correction de l’exercice 12 - Polynome caractéristique d’un tridiagonal

t -10
a)Avect=x—-2:y=|-1t —1|=tt*=1)+1-(-t)=t>-2t.
0 -1t

700 = (x — 2)((x —2)% - 2) = (x— 2)(x2 — 4x + 2)

by x=2etx=2=+/2.

010
c) y(A) =0 =det(AI —A) =0 : non inversible. PourA =2:A—-2I=( 1 0 1 |, noyau:
010

y=0,x+2z=0:(1,0,-1). Vérification : A(1,0,-1) = (2,0,-2) v

d) Somme : 2 +4 =6 =trA v Produit: 2 X (4 —2) =4 ; detA = y(0) x (=1)>, et
x(0) =(=2)(2) = =4, d’ou detA =4 v

Réponse. y(x) = (x — 2)(x%2 — 4x + 2), racines 2, 2 =2 ; noyau de A — 2] : Vect(1, 0, —1).

Correction de I'’exercice 13 - Matrice de Hilbert d’ordre 3

1 1 1
2 3
a) H = % % % . On multiplie les lignes par 6, 12, 60 (facteur global 4320) :

111
3 4 5

6 3 2

4320detH=|6 4 3

20 15 12

— Développement selon la premiere colonne :
6(48 —45) - 6(36 —30)+20(9—-8)=18-36+ 20 = 2.

detH = 1355 = 760"

b) Non nul : inversible, et detH ! =2160 € N.

c) Un déterminant minuscule signale une matrice presque singuliere : une petite erreur

sur B (arrondi) produit une grande erreur sur X (ici H ~! a des coefficients allant jusqu’a
192).

1 .,
d) fo titi=2qt = - +j1— 77 (c’est une matrice de Gram, d’ou son inversibilité en toute
taille).

Réponse. detH = inversible, det H™ = 2160 ; matrice mal conditionnée.

1 .
2160
Correction de I’exercice 14 - Déterminant d’une matrice de permutation

a) Colonnes e,, e3,eq,ey :
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Chapitre 18 - Déterminants 6

P, =

o - OO
— O O O

0 1
1 0
0 0
0 0

— Echanger C; et C; donne (e, es, e, e4), puis C, « C3 donne I, : deux échanges,
detP, = (-1)* = 1.

b) Toute permutation se ramene a l'identité par des échanges (tri) ; chacun change le

signe : detP, = (—1)k, la signature de o.

c) Un cycle de longueur 4 se décompose en 3 échanges : det = (—1)3 = —1. (Plus

généralement, un cycle de longueur { a pour signature -1

d) Un terme par permutation : 4! = 24 termes, chacun produit de 4 coefficients (un par
ligne et par colonne), affecté de la signature. C’est pourquoi on ne développe jamais « a
la main » au-dela de 3 x 3.

Réponse. det P, = signature : +1 pour le 3-cycle, —1 pour le 4-cycle ; 24 termes en taille
4.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : la matrice des pgcd

1111
121 2
a)G4= 1131 .Li<—Li—L1:
1214
101
detG, =10 2 0|=1(6-0)-0+1(0-2)=4
103

b) k |iimpose k =i : Ly = 0 pour k > i (triangulaire inférieure), et i | i : diagonale de 1.

c) detG,, = detL -det® - detL” = H(p(k). Pourn=4:¢p1)p2)p3)p(4) =1x1x2x2=4
v

— (La factorisation vient de pgcd(i,j) = Zk ik |J.cp(k), identité de Gauss Ek | n@(k) =m.)
d) p(5) =4, p(6) =2 :detGg =4 x4 x 2 = 32.
Réponse. detG, = 4 ; detG, = [[, _, (k) ; detGg = 32.
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