Chapitre 8 - Développements limités 1

Plaquette 3 - Limites et équivalents par développements limités

Développements limités — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Equivalents et limites.
— Sif(x) = apx” + o(xP) avec a, # 0, alors f(x) ~ a,x” au voisinage de O.

P . . 2
— Equivalents usuelsen 0 : sinx ~x, In(1 +x) ~x,e*—1 ~x, 1 —cosx ~ X7
tanx ~ x.
— Les équivalents se multiplient et se divisent ; on peut les élever a une puissance
fixe. On ne les additionne pas, et on ne les compose pas par exp.

— Premiers termes utiles :

3 3 2
: X X X X
sinx — x ~ —2— tanx — x ~ & ef—1—x~%
6 3 2
— En +« : posert = 1 puis développerent—0".
& J

Correction de I'exercice 1 - Deux limites de référence

Les dénominateurs sont en x3 et x? : on développe les numérateurs a ces ordres.

3 2
sinx—x=—%+o(x3) e"—l—x—%+o(x2)
— Doncsm;‘—;x=—%+0(1)—>—%et—ex_xlz_x—>l.

— Piége : écrire sinx ~ x donne « sinx —x ~ x —x = 0 », ce qui n’a pas de sens. On ne
soustrait pas des équivalents.

1.1

Reponse. ~6 7%

Correction de I'exercice 2 - Une différence d’inverses

2 — i 2 Ve . Ve . \
On réduit au méme dénominateur : X—SM X 1 ¢ dénominateur est équivalent a x* ; on
x2 sin x

développe le numérateur a ’ordre 4 :

3\ 2 4
sin®x = <x - %> + o(x*) = x? — X? + o(x*)

) 4 4 . o L x4
— Donc x2 —sin’x = X? + o(x%) ~ % et le quotient est équivalent a X {13 =
X

— La limite vaut % (forme © — « levée).

W~

Réponse. %

Correction de I’exercice 3 - Cosinus puissance 1/x?
Lo 1/x>
Forme 17 : on écrit (cosx)'’* = exp <lnc¥> Or
X

Incosx _, _1

In (cosx) = _x2y o(x?) donc
2 2 2
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— Par continuité de ’exponentielle, la limite vaut e /2 = 2= = 0,607.

1
Je
— Contréle numérique : x = 0,001 donne 0,606 531.

Réponse. e /2,

Correction de l'exercice 4 - Tangente moins sinus

3 3
Avec tanx = x + % +o(x3) et sinx = x — % +o(x®) :

Ceinv = (1 1\.3 3y _ X2 3
tan x smx—(3+6)x + o(x?) 5 + o(x?)

1

ok

— Autre méthode (sans DL de tan) : tanx — sinx = tanx(1 — cosx) ~ x X X; ; ici le produit
d’équivalents est licite.

3
— Donc tanx — sinx ~ X7 et la limite vaut

, 3.
Réponse. X7 ; limite %
Correction de l'exercice 5 - Une limite en l'infini

t_1_
Onposet =+ — 0" : 'expression devient 97%15.
t

2
et —1-t="1t+o(t?)

1

5

— Méthode générale en +w : on se raméne en 0 avec t = +, ou les DL usuels
s’appliquent.

1
2.

— La limite vaut

Réponse.

Correction de I’exercice 6 - Une racine en l'infini
Pour x> 0:Vx?+x =x/1+t avect=1.Or/T+t = 1+%—%2+o(t2):
VX% + x —x=x<l—i+o<i>> =%—L+o(%)

2X 8X2 X2 8x

— La limite vaut % et I’expression s’en approche par valeurs inférieures, avec un écart

de 'ordre de SL
X
— La quantité conjuguée donnait la limite, mais pas le terme suivant.
1 1

A 1_1 1y . Jimite L
Reéponse. 5 8X+o(x),11m1te2.

Correction de I’exercice 7 - Une puissance délicate

On passe a I’exponentielle : I’expression vaut exp <x2 In (1 + %) - x). Avec

2Lt 3 1.
In(l1+t)=t 2+3+o(t)ett—x.

len(1+%)—x= —%+i+o(%)—x=—l+o(1)

— La limite vaut e"1/2,
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— 11 fallait développer In a ’ordre 2 au moins : I’ordre 1 donnait x — x = 0 et masquait le
1

5

Réponse. e /2,

Correction de I’exercice 8 - Deux équivalents
: x3 x> 3 x3 3
— SlnX—XCOSX=X———X<1 —7>+o(x ) =%+ o(x?) :

6 3

Sinx — XCOSX ~ -

3
— a*—-Db*=ema_eXInb — (1 4 xIna) — (1 + xInb) + o(x) = xln% + o(x).

— Comme ln% #0:a"—b" ~ xln%.

, 3
Réponse. % ; xIn

o

Correction de I'exercice 9 - Somme de deux développements

On développe chaque terme a l'ordre 2 :

2 2
e"—cosx—x=<1 +x+x7>—<1—%>—x+o(x2)=x2+o(x2)

— La limite vaut 1.
— Les termes constants et de degré 1 s’annulent : il fallait aller jusqu’a 1’ordre 2 pour
voir le premier terme non nul.

Réponse. 1.

Correction de I'’exercice 10 - Un quotient d’écarts
Numeérateur et dénominateur commencent tous deux en x° :

3 3

—x ~ =X inx —x ~ =X
arctan x — x 3 sinx — x 6
— Le quotient d’équivalents est licite : la limite vaut —1/3 _ 2.

-1/6
— Controle numérique : pour x = 0,001, on obtient 1,999 999.

Réponse. 2.
Correction de I'exercice 11 - Equivalent d’une suite

_1 At 1 — t* 2
Avect =57 —0:e —-1=t+3% +o0(t%), donc

n(el/"—1)=1+i+o(%>

2n
— Ainsiu. = L 1 - ~ 1
Ainsi u, = T o(n>, soit u, TR
— On retrouve que u, — 0, mais on sait maintenant a quelle vitesse : comme % et par

valeurs positives.

Réponse. u, ~ %
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Correction de I’exercice 12 - Pourquoi on n’additionne pas les équivalents

« f'~ 0 » voudrait dire g — 1, ce qui n’a pas de sens (sauf pour la fonction nulle). La

soustraction a détruit toute l'information : les termes en x s’annulent.

— On développe al'ordre 2 : In(1 + x) = x — X72 + o(x?) et sinx = x + o(x?).

2 2
In(1+ x) —sinx = —X7 +o(x?) ~ —Xj

— Regle : pour une somme ou une différence, on revient aux développements limités.

. L - . 2
Réponse. Les équivalents ne s’additionnent pas ; In(1 + x) — sinx ~ _XT'

Correction de I'exercice 13 - Une limite avec racines

—JV1+x=1+2%- x2 +0(x?) : la premiere limite vaut —%.

2 8
— 1+0"=1+%+0():
J1+x—-1 _1 1
—x  —3teh 3
— Plus généralement, (1 +x)“—1 ~ ax : c’est la dérivée de t = t* en 1.
A 1.1
Reéponse. 5 3

Correction de l'exercice 14 - Vrai ou faux ?

a) Faux en général : f(x) = % +1letgx) = % vérifient G= 1+ x -1, mais g—g =¢ ->1.11
faut f— g — 0 pour conclure.

b) Vrai:f=gxletf 1.

c)Vrai:%XZ: 1+x-1.

d) Vrai : les équivalents se multiplient :

Réponse. a) faux - b) vrai - ¢) vrai - d) vrai.
Correction de I’exercice 15 - Synthese : I’écart a e

a)(1+x) " —e= —%x + o(x), donc

—b)Avecx=%:<1+%>n—e~—%.

n
— La suite (1 + %) tend vers e par valeurs inférieures, lentement : pour n = 100, I'écart
vaut environ 0,0135 (on trouve 2,7048 contre 2,7183).
Réponse. a) —% - b) —%.
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