Développements limités et formules de Taylor — L1
Comparaisons, Taylor—Young, DL usuels, opérations, limites et asymptotes

1. Comparaisons

Quand r — a :

f

= —0.

f=o(9) — P

f=0(9) = / reste borné.
g

f

frrg = = —>1.
g

Et f~g < f=g+o(g).

~ se manipule bien dans les produits/-
quotients, pas dans les sommes en
général.

2. Définition d’un DL

5. Sinus et cosinus

sinx—x—x—s—kx—s—ko(zs)
6 120 )
z?2
. 5.
cos & > —1—24—1—0(30)
Ainsi
. z?
sinx ~ x, 1—cosx~7.

Parité : sin n’a que des puissances im-
paires, cos que des paires.

6. Puissances et inverse

9. Quotient

Si le dénominateur tend vers une
constante non nulle, utiliser

1

— =1-u+t+u—ud+....
1+u

S’il tend vers 0, factoriser d’abord

le premier terme non nul :

1-P(A_|_...)
xq(B_|_...)

A+
B+

— P4

10. Composition

Pour F(u(z)) :
1. vérifier u(z) — 0;
2. écrire le DL de F(t);

Pour a € R : .
DL d’ordre 1 en a : 3. re/mplacer t par u(x);
ala—1) , 4. développer et tronquer.
. (1+2) =1+ae+ 20y Fx.
f@) =) celx—a)* +o((x —a)") ala—1)(a—2) 4 2
k=0 + z In(1+sinz) =z — S o(x3).
1 o . + o(z?).
Le DL, s’il existe, est unique. 11. Primitivation
Pour se ramener en 0, poser h =z —a :
et développer f(a + h). o1 =1+a+22+a3+o(ad). Si
1—2 n
3. Taylor—Young 1 1 , , , fz) = Zakxk +o(z),
Sous les hypotheses usuelles : i +a% — 27 +o(z”). k=0
- f(k)(a) 7 DL dérivés utiles alors une primitive F' vérifie
_ k n
fla+h)=>" o Wt +o(h™). .
k=0 3 5 k_k+1
2 Flz)=F
tanx:x+%+l—x5+o(x5). (z) (0)+kz_0k+1x
A Tordre 2 : n+;
z z2 23 +o="")
fla+h) = f(a) + f'(a)h AF=1+2-Z 1% o),
2 8 16 .
#(a) Utile pour In(1 + z), arctan z, etc.
+ Th2 + o(h?). 3 5
arctanz =& — 3 + 5 +o(a”). 12. Limites : méthode
4. DL usuels : exp, In 4 i .
5 3 2. choisir I’ordre minimal utile;
=1+ 4 - Somme k met.tl'“e les DL au méme 3. développer au méme ordre ;
2 6 ordre, puis additionner. 4. factoriser le premier terme non nul.
z? 4 Produit : multiplier les polynémes et e —1—1 1 sinz—=x 1
+ — +o(z") . p e
24 supprimer les degrés > n. 22 9’ 3
Ex. ordre 3 :
2 3 13. Tangente et position
In(l+z)=2— —+ — " a3 3
2 3 © cosac:l—i—a:—?—l—o(ac ). Tangente en a :
4
x 4 J
— — t+olx
e T(z) = f(a) + f'(a)(z ).
Donc : Si
| e’ —1~uz, In(l+z) ~ z. ) F(@)=T(z) = cp(x—a)’ +o((z—a)P),
le premier terme non nul donne la po-
sition locale.
p pair : méme co6té des deux cotés. p
impair : traversée de la tangente.
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14. A Pinfini

Pour x — 400, poser

Factoriser d’abord la puissance domi-
nante.

Ex. :
vai+r=x\/1+1/z
1 1
—z 4= — — +o(l/z).
T3~ g Tol/D)

Asymptote : y =z + 1/2.

. J

15. Equivalents usuels

Quand z — 0 :

sinx ~x, tanx ~ z,

e® —1~zx, In(l+4+z)~uz,

1—cosz ~ x2/2,

(o #0).

Utiliser surtout dans produits/quo-
tients.

L J

16. Piéges a éviter

~ n’est pas une égalité.

Ne pas remplacer un terme par un
équivalent dans une somme avec
compensation.

Ne pas composer une équivalence
sans justification.

14+2)*-1~azx

17. Ordre a choisir

Principe : aller jusqu’au premier
terme non nul aprés simplifica-
tion.

Ex. pour

o —1—x—12/2

3

il faut e* a l'ordre 3 :

limite = 1/6.

18. Controles rapides

Avant de conclure :
— ordre du reste correct ?

parité respectée 7

termes de degré > n supprimés ?
dénominateur inversé avec terme
constant non nul ?

signe du premier terme cohérent 7

19. Calculs avec o

Pour p,qg > 0 :
o(z") + o(a”) = o(a?),
x?o(a?)

= o(zP*9).

Sip < g, alors 27 = o(zP) en 0.
Toujours comparer les restes au méme
point et dans la méme variable.

|

20.
Si

Premier terme non nul

21. DL en un point a

Poser h = x — a. Exemple :

Inz=In(l+h), h=z-1,
d’ou, lorsque =z — 1,
—1)?
lnz = (e-1)— =V 4 g(@—1p2).

2

22. Trois limites flash

In(1 — 1
Inl+z)-z 1

x? ’
1—cosx 1

x? - 9
tanx — x 1

x3 3

Le DL doit atteindre le premier terme
qui subsiste.

23. Taylor—Young vs reste borné

Taylor—Young donne un reste asymp-
totique :

Ry (h) = o(h™).

Il sert surtout aux équivalents et li-
mites.

Les formules de Taylor avec reste expli-
cite (ex. Taylor-Lagrange) répondent
a une autre question : majorer ’er-
reur sur un intervalle.

24. Checklist avant calcul

— Ne pas additionner des DL d’ordres o » 1. Ot tend la variable ?
différents sans tronquer. f(@) = apa® + o(a?), ap 7 0, 2. Quel est le centre du DL 7

— Un DL trop court ne voit pas le alors 3. Jusqu’-a quel ordre faut.—il aller ?
premier terme survivant. ) e . 4. 'Y a-t-il une comp.ensa,tlon ? ‘

— Dans une composition, vérifier le 5. Le reste final est-il assez petit ?
centre du DL. C’est le moyen standard d’extraire un 6. Peut-on conclure par le premier

- ~ | équivalent & partir d’un DL. terme non nul ?
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