Chapitre 2 - Ensembles et applications 1

Plaquette 4 - Images directes et images réciproques

Ensembles et applications — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Images directes et réciproques.
fld) = {f) | x €A} f'(B) = {x € E|f(x) € B}

— fl respecte toutes les opérations :f_l(B NC)= fl(B) nf_l(C), de méme pour U et
le complémentaire.

— frespecte la réunion : flA UA") = flA) U f(A") ; pour l'intersection, seulement
fTANA") C flA) N flA).

— Toujours : A C f'(flA)) et fAf (B)) = BN f(E) C B.
— flA)CB=A Cf'(B).
— Composition : (g~ (C) = f'(g71(C)).

- J

Correction de I'exercice 1 - Le carré sur des intervalles

— fdécroit sur [—2;0] de 4 a 0, puis croit sur [0;1] de 0 a 1 ; elle est continue, donc
prend toutes les valeurs entre son minimum et son maximum :

fll=2;1]) =[0;4]
— Fi-1;4D) = {x| -1 = x> =4} = {x| x> = 4} = [-2; 2] (la condition x? = —1 est
toujours vraie).

— f_l({—l}) = @ : aucun réel n’a pour carré —1. L'image réciproque existe, elle est
simplement vide.

Réponse. [0;4];[-2;2]; @.
Correction de I'exercice 2 - La fonction sinus

— Sur [0; ], sin croit de 0 a 1 puis décroit jusqu’a 0 : sin ([0; z]) = [0; 1].

— sinx=0ex€nZ:sin ' ({0}) = {ki | k € Z}.

— sinx = 0 exactement sur les intervalles ou le point du cercle trigonométrique est
au-dessus de 'axe :

sin™! ([0;11) = | [2km; 2k + 1)m]
keZ

. =1 14 - .. . ;. . . . )
— La notation sin ~ désigne ici une image réciproque, et non la fonction arcsin : sin n’est
pas bijective sur R.

Réponse. [0;1]; nZ ; U, [2knm; (2k + 1)n].
Correction de l’exercice 3 - Exponentielle et logarithme

— exp est continue, strictement croissante, de limites 0 en —« et +« en +o :
exp (R) =]0; +oof.

— Sur ] — «;0], elle croit de 0 (non atteint) ae®=1:exp(] — «;0]) =]0;11].

— Inx=0ex=s1l,etx>0:

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 2 - Ensembles et applications 2

In"! (1= ;0]) =]0; 1]
— On retrouve le méme ensemble : In et exp sont des bijections réciproques, donc
I'image réciproque par l'une est 'image directe par I’autre.
Réponse. ]0; +o[ ; 10;1]; 10;11].

Correction de l’exercice 4 - Image d’une réunion

Pour y € F, on traduit I’appartenance :
VEfAUA)=3Ix € AUA, y=f(x)

— e (@x €A, y=f(x)) ou (Ix € A’, y = f(x)), car « il existe » se distribue sur « ou » ;

— oy€eflA)ouyeflid) =yeflA)UflA).

— Pour l'intersection, « il existe » ne se distribue pas sur « et » : on n’obtient qu’une
inclusion (contre-exemple avec x = x%, A = {1}, A" = {—1}).

Réponse. « Il existe » se distribue sur « ou ».
Correction de l’exercice 5 - Image réciproque d’une intersection

Pour x € E :
xef'BNC)osfix)eBNCefix) EBetfix)eCeoxef ‘B Nnf C)

— Meéme chaine avec « ou » pour la réunion.

— Aucune hypothese sur fn’est nécessaire : I'image réciproque ne fait qu’« interroger »
f(x), qui est unique pour chaque x.

— C’est pourquoi I'image réciproque est I’outil naturel de la topologie et des probabilités
(événements {X € B}).

Réponse. Chaine d’équivalences, sans hypothese sur f.
Correction de I’exercice 6 - Revenir en arriere

a) Si x € A, alors f(x) € f(A), donc x € f_l(f(A)).
b) fla) = [0; 1] et f'([0;1]) = [—1; 1] : 'inclusion est stricte, [0;1] < [—1; 1].
c) Soit x € f_l(f(A)) : f(lx) € f(A), donc f(x) = fla) pour un a € A. Par injectivité, x = a € A.
finjective = f~ ' (flA)) = A
— En b), les points ajoutés (—1 = x < 0) sont ceux qui « partagent » une image avec un
point de A.

Réponse. b) [—1; 1] - ¢) injectivité : f(x) = fla) = x = a.
Correction de l’exercice 7 - Image de I'image réciproque

— (C) Siy=f(x) avec f(x) € B, alorsy € Bety € f(E).
— (D)Siy€eBNf(E), alorsy=f(x) pourun x € E, et f(x) =y € B, donc x € f_l(B) et
yE A (B)).
fif '(B)) = BN fE)
— L’égalité avec B a lieu pour tout B si et seulement si B C f(E) pour tout B, c’est-a-dire
flE) = F : f est surjective.
— Exemple : fix) = x2, B=[-1;4]: fif '(B)) = [0; 4].
Réponse. B N f(E) ; égalité pour tout B < f surjective.
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Correction de l’exercice 8 - La partie entiere

— E ne prend que des valeurs entieres et E(n) = npourn € Z: E(R) = Z.

— Sur [0;2,5], E prend les valeurs 0, 1, 2 : E([0;2,5]) = {0, 1, 2}. L'image d’un intervalle
n’est pas un intervalle, car E n’est pas continue.

— Par définition, E(x) =nen<x<n+1:

E"'({2}) =12;3[

— E(x) €[0;1] signifie E(x) =00ou E(x) =1 :E_l([O; 1D =1[0;1[U[1;2[ =1[0;2][.
Réponse. Z ; {0,1,2};[2;3[; [0;2[.

Correction de I’exercice 9 - Une application linéaire

— Pourt € R, f(t,0) =t : fest surjective, f(Rz) = R.
— f_l({O}) ={(x,y) | x+2y=0} ={(-2y,y) | y € R} : c’est la droite passant par
I’origine, dirigée par (-2, 1).
B = {0y Ix+2y=3}={B -2y, ) |[y€R}

— C’est la droite parallele passant par (3, 0).

— Les images réciproques des différents réels sont des droites paralleles qui
« feuillettent » le plan.

Réponse. R ; droite x + 2y = 0 ; droite parallele x + 2y = 3.
Correction de I’exercice 10 - Une application de Z dans Z

— fi{-2,-1,0,1,2})={4,1,0,1,4} = {0,1,4} : 5 éléments au départ, 3 images
(non-injectivité).
— f'{4,9}):n?=40un?=9:
f({4,91) = {-3,-2,2,3}

— f_l({2, 3}) = @ : ni 2 ni 3 ne sont des carrés d’entiers.
— f Y(N) = Z : tout carré est un entier naturel.
Réponse. {0,1,4}; {-3,-2,2,3}; @ ; Z.

Correction de l'exercice 11 - La fonction inverse

— Sur ]0; 1], fdécroitde +» a1 : f(]0;1]) =[1; +oo[.
— Sur [-1;0I[, fdécroit de —1 a —« : I'image est ] — «; —1]. Par réunion :
fI-1;0[V]0;1]) =] — o ; =1]JU[1; +oo[

X = 2 2
— On a utilisé flLA UA") = f(A) U flA") pour traiter les deux morceaux séparément.

—1l.9o O0<xs=< 1 (le signe de x doit étre positif) :fl([2; +oo[) = ]O;l].

Réponse. [1; +w[; ]—oo;—1]U[1;+o[;10;1].
Correction de I’exercice 12 - Image contenue dans une partie

— (=) Six €A, alors f(x) € flA) C B, donc x € f '(B).
— (=) Siy € flA), y = fix) avec x €A C f~}(B), donc y = f(x) € B.

flAycB=ACf '(B)

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 2 - Ensembles et applications

— Application : f'([1;5]) = {x|1 =x?+1 =5} = {x|x*> =4} =[-2; 2], qui contient
[—1;2]. Donc f({[—1;2]) C[1;5].
— (En fait f([—1;2]) = [1; 5] exactement.)

Réponse. Double implication ; [-1; 2] C f_l([l ;1) =[-2;2].
Correction de I’exercice 13 - Image réciproque par une composée

Pour x € E :
X€(goNTHC) = g(fix) EC=fix) € g~ (C) = x € f (g~ 1))

— Application : In(x?) <= 0 avec fix) = x> et g=1n.Ona g (] - »;0]) =10; 1], puis
£'0;1) =[-1;0[U]0;1].

— L’ensemble des solutions est [-1;0[ U ]0; 1] : on « remonte » les fonctions une par
une, en commencant par la derniere appliquée.

Réponse. f~ (g~ 1(C)) ; solutions [—1;0[U]0; 1].
Correction de l’exercice 14 - Vrai ou faux ?

a) Faux : fix) = x%, A= {-1,1}, A" = {1}. Alors flA \A") = f({—1}) = {1}, mais
LAY\ flA) = {1} \ {1} = @.
b) Vrai: fix) ¢ Bex ¢ [ '(B).
c) Faux : méme exemple, f({—1}) = f({1}) avec {—1} # {1}. C’est vrai si f est injective.
d) Vrai : c’est la définition.
fsurjective ®Vy € F,I3x € E, y=f(x)  F C f(E)

Réponse. a) faux - b) vrai - ¢) faux - d) vrai.
Correction de I'exercice 15 - Synthese : une fonction du second degré

a) f0) = (x—1)° -1,
b) Sur [0; 3] : minimum —1 en 1, maximum f(3) = 3 (et f{0) = 0) : f([0;3]) =[-1;3]. Sur
R: f(R) =[-1;+o[.
c)-1l=sx-1)P2-1<0e(x-1)°*<1ex€[0;2]. Et
x-1) -1>3e|x—1|>2ex€]—n;-1[U]3; +]

d) Non injective (f(0) = f(2) = 0), non surjective (—2 € f(R)). Elle est injective sur
I =[1;+x[, ou elle est strictement croissante.

Réponse. b) [—1;3], [-1;+»[-c)[0;2];]— »;—1[U]3; +»[ - d) ni I'un ni 'autre ;
I=[1;40].
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