Chapitre 2 - Ensembles et applications 1

Plaquette 1 - Opérations sur les ensembles,
injectivité, surjectivité et images
Ensembles et applications — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Opérations ensemblistes.

— AUB,ANB,A\B={x€A|x¢ B}, complémentaire A.
— De Morgan:AUB=ANBetANB=AUB.

— Distributivité : AN(BUC)=ANB)UANC).

— Meéthode reine : pour prouver E = F, on montre E C F et F C E ; pour prouver
E CF, on part de « soit x € E ».

— P(E) est ’ensemble des parties de E ; si |E| = n, alors |P(E)| = 2".

— Produit cartésien : E X F = {(x,y) | x € E, y € F}.

Applications. f:E - F.

— Injective : f(x) = f(x) = x = X’ (chaque élément de F a au plus un antécédent).

— Surjective : Vy € F, Ix € E, f(x) = y (au moins un antécédent).

— Bijective : injective et surjective ; il existe alors f~ ! avec f Lo f=idg et
fef ™ =id.

— Composition : si f et g sont injectives (resp. surjectives), g fl'est aussi. Sigef
est injective, f1’est ; si g o f est surjective, g ’est.

Images.
flA) = {fl) | x €A} [ '(B)={x€E|flx) €B}

— f_1 se comporte parfaitement : f_l(B NC) = f_l(B) nf_l(C) et de méme pour U.

— fne préserve que l'inclusion pour N : fl]A N B) C f(A) N f(B), avec égalité si f est
injective.

Relations d’équivalence : réflexive, symétrique, transitive. Les classes forment une

partition de E.

- J

Correction de I'exercice 1 - Double inclusion

Inclusion C. Soitx € A \ (BU C).

— Alorsxe€Aetx ¢ BUC, c’est-a-dire x ¢ Bet x ¢ C.
— Doncx € A\Betx€A\C, soit x dans l'intersection.

Inclusion D. Soitx € A\B)Nn (A \O).

— Alorsx €A, x¢Betx ¢ C,doncx ¢ BUC.
— Doncx €A\ (BUDZO).
— Conclusion : les deux ensembles sont égaux.

— Lecture logique : c’est exactement la loi de De Morgan,
non(B ou C) = nonB et nonC, relativisée a A.

— Controle sur un exemple : A = {1,2,3}, B= {2}, C = {3} donnent {1} des deux
cotés v

Réponse. Double inclusion, via De Morgan.
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Chapitre 2 - Ensembles et applications

Correction de l'’exercice 2 - Injectivité

f n’est pas injective : f(—2) = f(2) = 4 alors que —2 # 2.
g est injective : soient x, x’ = 0 avec x? = x?. Alors x=x)Yx+x)=0.
Six+x =0avecx,x =0, alors x=x"=0; sinon x = x. Dans tous lescas x=x" v

Lecon : I'injectivité dépend de ’ensemble de départ. Restreindre le domaine peut la
rétablir.

Surjectivité : ni fni g n’est surjective sur R (les valeurs négatives ne sont pas
atteintes).

Bijection : R" - R™, x » x? est bijective, de réciproque /-.

Réponse. f non injective ; g injective (restriction a RY).

Correction de I’exercice 3 - Surjectivité

Injective : 2n = 2n"donnen=n" v

Surjective ? Non : 1 n’a pas d’antécédent, car 2n = 1 n’a pas de solution entiére.
Imf = 2Z, ’ensemble des entiers pairs.

Conclusion : f est injective non surjective.

Fait remarquable : Z est en bijection avec 2Z, une de ses parties strictes —
impossible pour un ensemble fini.

Caractérisation du fini : un ensemble est fini si et seulement si toute application
injective de E dans E est bijective (principe des tiroirs).

Réponse. Injective, non surjective ; Imf = 2Z.

Correction de I'’exercice 4 - Bijection et réciproque

On résout y =

2X
x—1

y(x —1) = 2x, donc x(y — 2) =y, soit x =

en x.

y
y—2
Existence et unicité de I’antécédent pour chaque y # 2 : f est bijective.
Réciproque :

(licite car y # 2).

FLR\ {2} >R\ {1}, y~» Y _

y—2
) 2x 5 2
;. . . — x—1 — X — &X _
Vérification : f " (f(x)) x2—X1 —,  2x—2x—-1) 2 X d

Cohérence des ensembles : f n’atteint jamais 2 (sinon 2x = 2x — 2), et f* ! n’atteint
jamais 1 v
Remarque : f est une homographie ; sa réciproque est de la méme forme, ce qui est
général.

y

Réponse. f_l(y) = —_,

y—2

Correction de I’exercice 5 - Image directe et réciproque

Image directe : sur [—1; 2], x2 prend toutes les valeurs entre son minimum O (en
x = 0) et son maximum 4 (en x = 2).

f([—1;2]) =[0;4]

Attention : ce n’est pas [1;4] — l'intervalle de départ contient 0.
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Chapitre 2 - Ensembles et applications

— Image réciproque : 1 < x? < 4 équivaut a 1 < |x| < 2, donc
a4 =1-2;-11U11;2]
— Remarque : I'image réciproque n’est pas un intervalle — elle peut étre « éclatée ».
— Controle : f(—1,5) =2,25€[1;4] v et f(0,5) = 0,25 ¢ [1;4] v
— Piege fréquent : confondre f~ 1(B) (qui existe toujours) avec I’application réciproque
! (qui exige la bijectivité).
Réponse. [0;4] et [-2;-1]U[1;2].

Correction de l'exercice 6 - Images et intersections

Inclusion. Soit y € f(A N B).

— Il existe x e ANBavecy = f(x). Comme x €A, y € f(A) ; comme x € B, y € f(B).

— Doncy e flA)Nf(B) v

Contre-exemple a I’égalité. Prenons f(x) = x%, A= {1} et B = {-1}.

— ANB=@,donc fLANB) =0.

— Mais flA) = f(B) = {1}, donc flA) N fiB) = {1} = Q.

— Cause : deux éléments distincts ont la méme image — c’est la non-injectivité.

— Théoreme : I'égalité f(A N B) = f(A) N f(B) pour tous A, B caractérise l'injectivité de f.

— Alinverse, I'image réciproque commute avec toutes les opérations ensemblistes,
sans hypothese.

Réponse. Inclusion toujours vraie ; égalité = f injective.
Correction de l’exercice 7 - Composition

Soient x, X" € E avec f(x) = f(X).

— En appliquant g : g(f(x)) = g(f(x)), soit (g  H(x) = (g * N(X).
— g - f étant injective, on en déduit x = x.

— Donc f est injective v

— g ne l'est pas nécessairement : avec E = {a}, F={1,2}, G={*},fla)=1etg
constante, g - f est injective (source a un élément) mais g ne 1’est pas.

— Résultat symétrique : si g - f est surjective, alors g est surjective (mais pas
forcément f).

— Mnémotechnique : l'injectivité « remonte » vers la premiere application, la
surjectivité « descend » vers la derniere.

Réponse. f(x) = f(xX) = (g NX) = (g H(X) = x = X".
Correction de I'exercice 8 - Parties d’un ensemble

On liste les parties par cardinal croissant.
— Cardinal 0 : © — 1 partie.
— Cardinal 1 : {a}, {b}, {c} — 3 parties.
— Cardinal 2 : {ag,b}, {a,c}, {b,c} — 3 parties.
— Cardinal 3 : {a,b,c} — 1 partie.
— Total :
1+3+3+1=8=2°

— Démonstration générale : une partie se détermine par n choix binaires
indépendants (chaque élément est dedans ou dehors), d’ou 2".
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— Lien binomial : 2: —0 (Z) = 2" — on retrouve ici la ligne 1, 3, 3, 1 du triangle de

Pascal.
Réponse. Les 8 = 23 parties, de @ a E.
Correction de l’exercice 9 - Produit cartésien
a)AxB={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,c)} : chaque élément de A est associé a

chaque élément de B.
card(A x B) =cardA xcardB=2 X3 =6

— b) On raisonne par équivalences sur un couple (x, 2) :

— x,2)€EAUB)XCe(x€eAouxeB)etzeC

— e (x€AetzelC)ou(xeBetzel)e(x,2)EAXC)U (B xC).

— On a utilisé la distributivité de « et » sur « ou » : une chaine d’équivalences donne les
deux inclusions a la fois.

Réponse. a) 6 couples - b) distributivité de « et » sur « ou ».
Correction de I'’exercice 10 - Image réciproque d’un complémentaire

Pour x € E, on traduit I’appartenance :
xef '(F\B)=fix)¢Bex¢f '(B)=x€E\f '(B)

— L’image réciproque « respecte » le complémentaire, sans aucune hypothese sur f.

— Pour I'image directe, c’est faux en général. Contre-exemple : f:R - R, x - x2,
A =1[0;+x[. Alors R\ A) = f({1—»;0[) =]0; +x[, alors que R\ flA) =] — «;0l[.
— L’égalité exige que f soit bijective.

Réponse. Vrai pour f~ ! (chaine d’équivalences) ; faux pour I'image directe en général.
Correction de I’exercice 11 - Réciproque d’une composée

y—1
2
continue, de limites +«), de réciproque g~ !(y) = Jy. Une composée de bijections est

bijective.

— a) f est bijective, de réciproque 1(y) = ; g est bijective (strictement croissante,

Jy -1
5
— Par la formule du cours (on « défait » d’abord la derniere opération effectuée) :

_ _ -1
(@ =ftegiyn WL

— b) Directement:y=(2x+1)3=>2x+1=W=»x=

— Les deux méthodes concordent. L’ordre est inversé, comme pour enlever des
chaussettes et des chaussures.

. - -1
Réponse. (g-f) 1(y) = WZ .

Correction de I’exercice 12 - Relation d’équivalence

— Réflexivité : x—x=0=3x0 v

— Symeétrie : si x —y = 3k, alors y — x = 3(—k) v

— Transitivité : six—y=3kety—2=3k’,alors x—z2=3(k+Kk’) v

— C’est donc une relation d’équivalence, la congruence modulo 3.
— Classes : il y en a trois, selon le reste de la division par 3 :
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Chapitre 2 - Ensembles et applications 5

—0=4{...,-3,0,3,6,...};1={...,-2,1,4,7,..} ; 2={...,-1,2,5,8, ...}.
— Partition : ces trois classes sont disjointes et leur réunion est Z v — c’est la
propriété fondamentale des classes d’équivalence.

— Ensemble quotient : Z/3Z = <5, 1, §>, qui hérite d’une structure d’anneau (et méme
de corps, 3 étant premier).

Réponse. Congruence modulo 3 : trois classes formant une partition de Z.
Correction de I’exercice 13 - Cardinal d’une réunion

— Formule du crible : |[A UE| = |A| + |E| — |JANE].
JAUE| =18+ 15-8=25

— Complémentaire : 30 — 25 = 5 étudiants ne font aucune des deux langues.

— Détail de la répartition : anglais seulement 18 — 8 = 10 ; espagnol seulement
15—-8 =7 ;les deux 8 ; aucune 5.

— Controle : 10+7+8+5=30 v

— Piege : additionner 18 + 15 = 33 > 30 compte deux fois les bilingues — d’ou la
soustraction de l'intersection.

— Généralisation a trois ensembles : [AUBUC| =2 |A]| - > |A;NA]|+|ANBNC|.

Réponse. 5 étudiants.
Correction de l'exercice 14 - Applications entre ensembles finis

— Applications : chaque élément de E a 4 images possibles, indépendamment : 4° = 64.
— Injections : les images doivent étre distinctes, soit un arrangement : 4 x 3 X 2 = 24.

— Bijections : il en faudrait entre ensembles de méme cardinal — ici 3 # 4, donc
aucune.

— Controle : 24 < 64 v, et la proportion d’injections est % = 37,5 %.

— Surjections : par le crible, 43 — <411>33 + <;1>23 - (;)13 =64—-108+48-4=0—
aucune, ce qui est normal puisque |E| < |F|.

— Principe des tiroirs : si |[E| > |F|, aucune application n’est injective ; si |E| < |F]|,
aucune n’est surjective.

Réponse. 64 applications, 24 injections, aucune bijection.

Correction de I'exercice 15 - Synthese : famille de parties

Inclusion toujours vraie : f(f_ 1(B)) C B, car tout élément de f~ 1(B) a son image dans B.

Sens =. Supposons f surjective et soit y € B.

— Il existe x € E avec f(x) = y ; alors x € fl(B), donc y = f(x) € f(f_l(B)>.
— D’ou I'égalité.

Sens =. Supposons 1'égalité vraie pour toute partie B.

— Prenons B = {y} pour y € F quelconque. Alors f(f_l({y})> = {y} # Q.

— Donc f_l({y}) # @ : y admet un antécédent.
— Ceci valant pour tout y, f est surjective v

— Résultat dual : f est injective si et seulement si [~ ! (f(A)) = A pour toute partie A de
E.
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— Contre-exemple pour f(x) = x?sur R : fl(f({l})) ={-1,1} = {1} v
Réponse. Surjectivité = f(f_ 1(B)) = B pour tout B (tester B = {y}).

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



