Licence 1 Mathématiques

Fiche — Ensembles et applications

Fiche de révision — Ensembles et applications

Licence 1 (L1) — définitions, identités et méthodes a savoir rédiger

1. Ensembles

Appartenance : ¢ € F. Inclusion : A C E.

ACB < Ve, x € A=z € B,
A=B < ACBet BCA.

P(E)={A|ACE}.
Si |E| =n < oo, alors |P(E)| = 2".

Opérations
Pour A, BC E :

r€AUB < x€ AVz€EB,
r€ANB < rz€ ANz € B,
r€A® = x¢ A,
r€A\B <= zc€ ANz ¢ B.
De Morgan :
(AU B)¢ = A°n B¢, (AN B)¢ = A°U B°.

Distributivité :

AN(BUC)=(ANB)U(ANCO),
Au(BNC) =

Par double inclusion, ou en fixant z et en écrivant

r€EA << ... < x€B.

Produit cartésien

ExF={(zy)|z€FE, yeF}
(z,y)=(a"y) = z=a"ety=y"
Si E, F sont finis : |E x F| = |E||F)|.

Piéges de notation

1 € E n’est pas la méme chose que {1} C E.
Un couple (a,b) est ordonné ; 'ensemble {a, b} ne Vest
pas.

2. Applications et images

Une application
f:E— F, x— f(x)

associe & chaque « € F un unique f(x) € F. Les ensembles
E et F font partie de sa définition.
Image de I’application :

Identité : Idg : F — E, x — .
Image directe
Pour A C F,

fLA) ={f) [vec A} ={yeF[3rec A y=f(z)}

Image réciproque
Pour BC F,

fH(B)={z € E| f(z) € B}.

Elle est définie iour toute aiilication i

Pour A, A’ C Fet B,B'CF:

fAUA) = f(A) U f(A),
fANA) C f(A)n f(A),
FTUBUB) = (B)U (B,
fFUBNB) = fT(B)nfH(B),
fTHF\B)=E\ f1(B),
F(f7H(B)) = BnIm(f),
AC fTHf(A)).

Piége majeur : deux sens de f!

f~1(B) = image réciproque d’une partie B : elle
existe toujours.

f~': F — E = application réciproque : elle n’existe
que si f est bijective.

Exemple. Si f: R — R, f(z) = 22, alors
f_l([174]) = [_27 _1] U [172]5

bien que f ne soit pas bijective.
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3. Composition et restriction
Sif:E—Fetg: F— G,

gof:E—=G,  (gof)(x)=g(f(z)).

On applique d’abord f, puis g.
Pour A C E, la restriction est

fla: A= F, x = f(x).

Changer le domaine peut changer 'injectivité ; changer le
codomaine peut changer la surjectivité.

4. Injective / surjective / bijective

Ve,ye B, f(z)=f(y)=z=y.

Preuve : supposer f(z) = f(y) et obtenir z = y.
Pour réfuter : trouver x # y avec f(x) = f(y).

VYye F, 3x € B, f(z)=y.

Equivalent & f(E) = F.
Preuve : fixer y € F, résoudre f(z) = y, puis vérifier
ze L.

Pour réfuter : exhiber y € F' sans antécédent.

f est bijective <= elle est injective et surjective <=
chaque y € F possede un unique antécédent.
Alors f~1: F — F existe et

flof=Idg,  fof'=Idp.
Méthode efficace pour une bijection : pour y € F,
résoudre f(x) = y et montrer qu’il existe une unique

solution z € E. La formule obtenue donne souvent f~!(y).

5. Composition : regles
Pour f: E—Fetg: F—G:

— f, g injectives = g o f injective;
— f, g surjectives = g o f surjective;
— f, g bijectives = g o f bijective;
— go f injective = f injective;

— g o f surjective = g surjective;
— si f, g sont bijectives,

(gof) "t =f"tog™"

6. Ensembles finis
Si E et F sont finis :

|E| > |F| = pas d’injection E — F,
|E| < |F| = pas de surjection E — F.
Si|E|=|F|<oo,pour f: E— F:
f injective <= f surjective <= f bijective.

7. Exemple repeére

fAR=R,  f(z)=2"

f n’est ni injective (f(1) = f(—1)), ni surjective (—1 n’a
pas d’antécédent).

En revanche,

2

g : [0, +oo[— [0, +o0], glx)=x

est bijective et g7 (y) = /7.

Ce qui dépend du domaine / codomaine

Une méme formule peut définir des applications ayant
des propriétés différentes. Toujours lire la totalité de
f: E — F, pas seulement f(x).

8. Checklist avant de conclure

— Ai-je identifié le domaine et le codomaine ?

— Pour une surjectivité, 'antécédent construit appartient-il
bien au domaine ?

— Ai-je distingué image directe et image réciproque ?

— Une égalité d’ensembles est-elle justifiée dans les deux
sens ?

— Si j’écris f~! comme application, ai-je prouvé la bijecti-
vité?

— Dans g o f, ai-je respecté 'ordre : f puis g7
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