Chapitre 10 - Equations différentielles linéaires 1

Plaquette 2 - Ordre 1 a coefficients variables et raccordements

Equations différentielles linéaires — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Résolution sur un intervalle I (a, b continues, A primitive de a) :

y +a(x)y = b(x) = y(x) = e‘A(")(f b(x) e*™ dx + C)

— Variation de la constante : y = C(x)e ™™ conduit & C'(x) = b(x)e*™.

— Dérivée d’un produit : xy +y = (xy)’; (1 +x?)y + 2xy = ((1 + xz)y)'.

— Cauchy : pour x( € I et y, € R, une unique solution vérifie y(x,) = y, ; une solution
de ’'homogene qui s’annule une fois est nulle partout.

— Raccordement en un point x ou le coefficient de y’ s’annule : les solutions sur R
sont les fonctions solutions de chaque c6té, continues et dérivables en x,, qui
vérifient 1’équation en xg.

& J

Correction de I’exercice 1 - Homogeéne a coefficient variable

— Primitive du coefficient : a(x) = 2x, A(x) = x2.
— Solution générale :

yx)=C e X’

— Condition initiale : y(0) = C = 3, donc y(x) = 3e™*.

— Vérification : y = —6xe™ = —-2xy v

— Allure : une courbe « en cloche », paire, maximale en 0 ; la décroissance est bien plus
rapide qu’avec un coefficient constant.

—x2

Réponse. y(x) = 3e
Correction de l’exercice 2 - Solution particuliere évidente

— Homogeéne : y, = Ce™ (primitive x2 de 2x).
— Particuliere : la fonction constante y = 1 convient, car 0 + 2x X 1 = 2x.
— Solution générale :
yx) =1+ Ce™
— Reéflexe : avant de lancer la variation de la constante, tester une constante (ici y = %
quand ce quotient est constant).
— Comportement : toutes les solutions tendent vers 1 en .

Réponse. y(x) =1 + Ce™.
Correction de I’exercice 3 - Reconnaitre une dérivée de produit

Le membre de gauche est la dérivée d'un produit :

(1+x3)y +2xy = ((1 + xz)y)’

— L’équation s’écrit ((1 +x?)y)" = 1, donc (1 +x*)y = x + C.
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— Solution générale : y(x) = i‘ _': C2 définie sur tout R car 1 + x? ne s’annule jamais.
X
— Vérification avec la méthode générale : a(x) = n i"xz, A=1In(1+x?), Vh =7 fxz
— Toutes les solutions tendent vers 0 en *.
Réponse. y(x) = X+ C
p y 1+ x?

Correction de l'exercice 4 - Variation de la constante

Homogéne : a(x) = —%, A(x) = —Inx, donc y, = Ce'™* = Cx.
Variation : y = C(x)x donne y — ¥ = C'(x)x, d'olt C'(x) = x et C(x) = X’ +K.

Solution générale :

33
y(x)=7+Kx
Vériﬁcation:y’—¥=37"2+K—"72—K=x2 v

Réponse. y(x) = X; + Kx.

Correction de I’exercice 5 - Un coefficient trigonométrique

Primitive : ftanx dx = —In(cosx) sur cet intervalle, ou cosx > 0.
Homogeéne : y, = Ce™* = Ccosx.
Variation : y = C(x) cosx donne C’'(x) cosx = cosx, soit C'(x) = 1 et C(x) = x + K.
Solution générale : y(x) = (x + K) cos x ; la condition y(0) = K = 3 donne
y(x) = (x + 3) cos x

Vérification : y = cosx — (x + 3)sinx et ytanx = (x + 3) sinx : la somme vaut cosx v

Réponse. y(x) = (x + 3) cos x.

Correction de I'’exercice 6 - Une intégration par parties

Homogéne : A(x) = —21nx, donc y, = Cx*.
Variation : y = C(x)x? donne C'(x)x? = x2Inx, soit C'(x) = Inx.
Primitive de In (par parties) : C(x) = xInx — x + K.
Solution générale :
y(x) = x3Inx — x3 + Kx?

Controle numérique avec K=2etx=2:y(2)—y(2) =4In2 = 2,773, ce qu’'on
retrouve en calculant y'(x) = 3x?Inx — 2x? + 2Kx v

Réponse. y(x) = x3Inx — x3 + Kx2.

Correction de I’exercice 7 - Probleme de Cauchy avec un logarithme

Le membre de gauche est (xy), donc 1’équation s’écrit (xy) = Inx et

xy=xlnx—-x+C

(&
=

Condition : y(1) =-1+C=0,doncC=1ety(x) =lnx—-1+

Solution générale : y(x) =Inx—1 +
1

7.
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— Ftude rapide : y(x) = % - % = Xx_zl , donc y admet en 1 un minimum égala0:y=0,

c’est-a-dire Inx =1 — % — une inégalité classique retrouvée au passage.

Réponse. y(x) =Inx -1 + %

Correction de I’exercice 8 - Une solution qui s’annule

Soit A la primitive de a nulle en xg, et 2(x) = y(x)e ™ 4X.

— Dérivée : 2 = (y —ay)e™ = 0 ; z est constante sur I'intervalle I.

— Valeur : z(xg) = y(xg)e’ = 0, donc z = 0, et
y(x) = 2(x) e*™ = 0 pour tout x € I
— Conséquence : une solution non nulle de I’homogéne garde un signe constant sur I.

C’est un cas particulier de I'unicité de Cauchy : y et la fonction nulle ont la méme
valeur en x,.

Réponse. ye ™ est constante, nulle en x.
Correction de l'exercice 9 - Raccordement : un espace de dimension 2

— Sur ]0; +w[ : y = 2y, donc y = Cyx% Sur ] — «;0[ : de méme y = C,x°.

— Raccordement en O : on pose y(x) = C1x?six = 0 et Cyx? six < 0. Cette fonction est
continue en 0 (limite 0), dérivable en 0 avec y'(0) = 0 (les deux taux d’accroissement
tendent vers 0), et I’équation en 0 s’écrit 0 —0=0 v

— Conclusion : pour tous C;, C, réels,

Vx) = Cix* six=0
Cox? six<0

— Les solutions forment un espace de dimension 2, et non 1 : le théoréme de Cauchy ne
s’applique pas sur R, car le coefficient de y’ s’annule en 0 (d’ailleurs y(0) = 0 pour
toutes).

Réponse. C,x? sur R, C,x? sur R” : dimension 2.
Correction de I'’exercice 10 - Raccordement : une seule solution

— Sur chaque demi-droite : (xy)’ =1, doncxy=x+Cety=1+ % (constante C; a
droite, C, a gauche).

— Continuitéen0: 1 + % n’a une limite finie en 0" que si C; = 0; de méme C, =0 a

gauche.
— Candidat : y = 1 sur R", prolongé par y(0) = 1 ; il est dérivable et vérifie I’équation en
0O0O+1=1)v

Sgp={x+~1}

— Contraste avec I’exercice précédent : selon 1’équation, le raccordement laisse deux
constantes libres, une seule ou aucune.

Réponse. Une seule solution : y = 1.
Correction de I'exercice 11 - Raccordement : une constante commune

— Sur chaque demi-droite : 'homogéne donne y = Cx ; y = x? est solution particuliére (
2x%2 —x? = x?). Donc y = x? + C;x pour x > 0 et y = x2 + C,x pour x < 0.
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Continuité en 0 : les deux expressions tendent vers 0 ; on pose y(0) = 0. Aucune
contrainte.

Dérivabilité en O : le taux d’accroissement @ = x + C; tend vers C; a droite, C, a
gauche. Il faut C, = C,.
Conclusion (I’équation en 0 s’écrit 0 — 0 =0) :

Sg={x~x*+Cx, CER}

Réponse. y(x) = x>+ Cx, C € R.

Correction de I’exercice 12 - Se ramener a une équation linéaire

" 2

y y
Equation linéaire : 2 — 2 = —1, de solution z = 1 + Ce*.
Retoura y:
=1
YN = T 6e

sur tout intervalle ou 1 + Ce* # 0 (tout R si C = 0).

— Veérification avec C =1 : y(0) = % y(0) = —% ety?—y= % - % = —% v C’est une
équation de Bernoulli : non linéaire, mais linéarisée par z = %
Réponse. y(x) = %Ce"’

Correction de l’exercice 13 - Une résonance d’ordre 1

Homogene : y, = Ce™. Le second membre est solution de I’homogeéne : 1'essai ke™
échoue.
Variation : y = C(x)e™  donne C'(x)e™* =e™, s0it C(x) =x+K:

yx) = (x+K)e™

X

Limite : par croissances comparées, xe ™ = 0, donc toutes les solutions tendent vers

0.
Maximum de la solution K=0:y = (1 —x)e ™ s’annuleen 1, ou y = % = 0,368.

Réponse. y(x) = (x + K)e ™ - 0.

Correction de l'exercice 14 - Vrai ou faux ?

a) Vrai: y=Cx, C € R ; c’est Vect(x » x).

b) Faux : si y,(x() = y,(x¢), I'unicité de Cauchy impose y, = y,. Les courbes intégrales
ne se coupent jamais.

c) Vrai : par linéarite, (y, - y,) +a(y, —y,) =b—-b = 0.

d) Vrai : A(x) = —cosx est une primitive de sin, donc

y(x) = Ce™ %%, lvx)| = |C|e

Réponse. a) vrai - b) faux - ¢) vrai - d) vrai.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : une cuve qui se remplit

a) Le volume vaut V(t) = 100 + t. Il entre 3 X 20 = 60 g/min ; il sort 2 L/min a la

concentration Q.

\%
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b) Homogeéne : A(t) = 2In (100 + t), donc Q,, = m. En multipliant par (100 + t)z,
+

I’'équation devient ((100 + t)2Q>’ = 60(100 + ), d’ou (100 + £)°Q = 20(100 + t)° + K. La
condition Q(0) = 0 donne K = -2 x 107 :

Q(t) = 20(100 + 1) — 210"
(100 +t)

7
c) Concentration < =20 — 2X10" 6n t =100 : 20 — 2,5 = 17,5 g/L. Elle tend vers 20
(100 + 1)

g/L, celle de la saumure versée.

Ré .b) Q(t) = 20(100 + t) — —2-10" . ) 17,5 g/L.
éponse. b) Q(t) ( ) 100 + 7 c) gl
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