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Fiche de révision — Equations différentielles linéaires

Licence 1 — Ordre 1, ordre 2, Cauchy, solutions particuliéres et résonance

Structure a retenir

Pour une équation linéaire

L(y) = f,

on résout d’abord I'homogene L(y) = 0, puis on trouve une

solution particuliere ¥, :

Y =Yn+ Yp-

Si y1,y2 sont solutions homogenes, toute combinaison
linéaire A\y; + pys 'est encore.

Ordre 1 : y' + a(x)y = b(x)

Sur un intervalle I, avec a,b co
de a.

ntinues. Soit A une primitive

( N\
Homogéne
Yh = Ce= 4@,
Facteur intégrant : e*(*) car
(ey) = e*(y + ay).
- J

Formule générale :

y(x) = e 4@ <C +

/ e p(t) dt> .

Variation de la constante :
une fonction C(x).

remplacer C' dans Ce~* par

Probléme de Cauchy

y(w0) = yo

fixe une unique valeur de C. Si a,b sont continues, il
existe une unique solution sur I.

Meéthode :

. normaliser le coefficient de y" & 1;

. calculer A avec A’ = a;

1
2
3. écrire yp, ;
4. trouver y,;
5

. appliquer la condition initiale & la fin.

Ordre 2 homogéne

’ay"+by'+cy:0, a;éO.‘

Equation caractéristique :

‘ar2—|—br+c:0,

A =% — 4ac.

/A > 0 : racines 11 # ro
yp = C1e™* + Che™”.
A = 0 : racine double rg
yn = (C1 + Cax)e™”.

A <0 : racines a £ if3

yp = e (Cy cos fx + Cq sin Bx).
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Solutions particuliéres

Exemples flash

Pour
ay” + by +cy = f(x),

choisir une forme de y, adaptée a f.

f(x) essal sans résonance
P () Qm(z)
P, (z)e?® Qm(z)e?

P, coswz 4+ @y, sin wx A, coswx + B, sinwx

Résonance : piége majeur

Si I’essai choisi est déja lié a une solution de I’homogene, il
faut le multiplier par une puissance de .

( A
Pour un second membre P, (z)e’* :

Yp = 2°Qm(x)e*,

ou s est la multiplicité de A comme racine de I’équation
caractéristique.
Ordre 2 : s =0,1 ou 2.

-

Forme générale :
f =e** (P, cos Bz + Qp, sin fx)
=y, = 2°e**(A,, cos Bz + By, sin fz).

Exemple :

yll _ y — em.
Comme 1 est racine simple de 72 — 1, on ne prend pas Ae”
mais

yp = Axe”.

On obtient A = %

Cauchy d’ordre 2

Deux conditions initiales sont nécessaires :
!
y(w0) = Yo, y'(wo) = wo.

Pour a # 0 et f continue, elles déterminent une unique
solution.

Procédure :
1. écrire y = yn + Yp ;
calculer 3 ;
substituer z = xg;

=R CORED

résoudre le systeme en C7, Cs.

1.y" =3y +2y=0

(r—1(r—-2) :Oély: C1e® + Cqpe?®.

2.y" -2y +y=0

(r—1)2:0:>‘y=(01+02x)ez.‘

3.y +4y=0

T::I:Zi:>‘y=C’1c032x+Cgsin2x.‘

4.y" —y=cosx

yp:Acosz+Bsinx¢A:f%, B=0.

Erreurs a éviter

oublier la solution particuliere quand f # 0;
écrire Ce=*) au lieu de Ce= 4 avec A’ = a;
oublier le facteur x en cas de résonance;;

"0 pour une racine double ;

oublier ze
chercher les constantes avant d’avoir la solution géné-

rale;

ne pas vérifier la solution dans I’équation initiale.

Checklist examen

. Quel est I'ordre 7 L’équation est-elle linéaire 7

. Quelle est ’équation homogene ?

. Ordre 1 : quel est A tel que A’ =a?

Ordre 2 : quelles sont les racines caractéristiques ?
Quelle forme choisir pour y,, ?

Y a-t-il résonance ?

Ecrire Y="Yn+ Yp.

. Appliquer les données de Cauchy.

. Vérifier par substitution.

Formule-clé ordre 1

y'+ayb:>yeA(C+/eAb>, A =a.
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