Fonctions usuelles et réciproques — L1
Exp, In, puissances, arcsin/arccos/arctan, hyperboliques et compositions

"tV = e%e?, e ¥ =1/e".

(") =e">0

exp : R —]0,4o00[ est strictement
croissante et bijective.

lim €® = +o0.

lim e* =0,
T—r+00

r——00

Composition :

Inégalité : e* > 1 + z.

2. Logarithme

In est la réciproque de exp :

In(e*) = x, e"® =z (z > 0).

(Inz) =

8|r

(x> 0).

In(zy) =lnz +1Iny,
In(z/y) =Inz —Iny.

lim Inz = +o0.
Tr— 00

lim Inz = —o0,
z—0t

Pour In(u) : exiger v > 0 et
(Inu) = u'/u.

3. Puissances réelles

Poura e R, z >0 :

=]

(%) = az®~ L.

Si a > 0 : croissante; si a < 0 : dé-
croissante sur |0, oof.

Attention : pour a ¢ Z, le domaine
n’est pas automatiquement tout R.

Pour o, 5> 0:
Inz =o(z%)| (z— +00),
% = 0(e’®) | (z = +00).
Donc
1 «
2% Lo, X0
ze efr

Aussi : 2%/ Inz| — 0 quand x — 0.

J

5. Principe de réciproque

Si f: I — J est bijective :

Ty =2 <= f@) =y

flof=1d;, fof™'=Id,.
Si f'(zo0) # 0 :
(0 = 7=
VI (o))

Ne pas confondre f~! et 1/f.

6. Arcsinus

arcsin : [—1,1] = [—7/2,7/2].

sin(arcsin z) = x.

Sur | —1,1[:

1
V1—22

Impaire, strictement croissante.

7. Arccosinus

arccos : [—1,1] — [0, 7].

(arcsinz) =

cos(arccos ) = x.

Sur ] —1,1[:

1
V1—gz2

Strictement décroissante et

(arccosx) = —

arcsin x + arccosz = /2.

arctan : R —| — /2, 7/2].

tan(arctan x) = x.

1

t = .
(arctan z) 22

Impaire, strictement croissante.

arctanx — +m/2

9. Intervalles principaux

arcsin(sinz) = x

(x — £o00).

six € [-m/2,7/2]. (dans la formule
directe).

arccos(cosz) = x pour z € [0, 7).

arctan(tanz) = x

pour x €] — /2, 7/2[. Hors de ces in-
tervalles, il faut ramener 'angle dans
I’intervalle principal.

9 bis. Valeurs remarquables

arcsin 0 = 0,

. T
arcsin — = —
2

6,
V3

) 7r
arcsin =3

. 2 s
arcsin — = — —
2 4’ 2

. T
arcsinl = —.
2

s
arccos1 =0, arccosO = 7

2 s
arccos — = —.
2 4

arctan0 =0, arctanl = g,

arctan \/§ = %

Utiliser imparité de arcsin et arctan
pour les valeurs négatives.

9 ter. Repéres graphiques

arcsin : croissante de —7/2 & /2 sur
[-1,1].

arccos : décroissante de m a 0 sur
[—1,1].

arctan : croissante sur R, asymptotes
y=+m/2.
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10. Simplifications utiles

.

Identités, fonctions hyperboliques et automatismes

Pour z € [-1,1] :

sin(arccosz) = /1 — z2 |,
cos(arcsinz) = /1 — 22 |.

Pour |z| < 1:

X
i

Le signe de la racine vient de l'inter-
valle principal de ’angle.

tan(arcsin x) =

J

er +e "
he = ————
chx 5 A
et — =%
hy = ——
shx 5 L
shz
they = —
:v chx

Identité :

‘ch2x—sh2x:1.‘

Parité : ch paire; sh, th impaires.

11. Fonctions hyperboliques

.

12. Dérivées hyperboliques

14. Méthode : simplifier

Ex. sin(arccosz) :

poser = arccos x;

noter 6 € [0, 7] ;

sinf =1—cos?0=1—=z
sur [0, 7], sinf > 0;

donc sin(arccosz) = V1 — z2.

15. Méthode : étudier une fonc-
tion

Checklist :

domaine ;
parité/symétrie ;
limites ;

dérivée et signe;
variations;
asymptotes ;

valeurs remarquables ;
tracé qualitatif.

16. Exemples éclairs

1. f(z) =In(1 +€*) :

2.
)

SN

J

PSRN

() —
F@) = o >0
2. g(z) = arctan(a?)
oy 2%
g(z) 14 z4
3. h(z) = e

W(z) = —2me™™ .

‘(Chx)'zshm, ‘(shx)’:chx,
17. Pieges classiques
2
(thz) = iz 1 —th%z. — Inwu sans vérifier u > 0.

sh et th sont strictement croissantes.
ch a un minimum en 0 : ch0 = 1.

thz — +1 (z — £o00).

L

Pour u dérivable :

13. Compositions : dérivées

@ sur z < 0 sans vérifier que cela
a un sens.

arcsin(sin ) = a pour tout z : faux.
oublier le signe dans v/1 — x2.
dériver arcsin ou arccos aux extré-
mités +1 avec la formule usuelle.
confondre ch? — sh? = 1 avec 'iden-
tité circulaire cos® +sin? = 1.

18. A savoir par coeur

e™? =z (z > 0),

arcsin’ z =

V1—a?

arccos’ z = —

V1—22

/
arctan’ x =
1+ 22

chzx—sthzl.‘

Hiérarchie a +oo :

Inz < 2 < €7

(o, 8> 0).
19. Limites de référence en 0

e —1 o, In(1+ x)
% x

— 1,

arcsin x arctan x

— 1,
z 4

Donc, au voisinage de 0 :
e —1~z, In(l4+z)~a,

arcsinx ~ x, arctanz ~ x.

20. Formes hyperboliques utiles

e?r — 1 9
the = ——, 1—th“z = .
T R
chz+shz = e”, chz—shz =e™7.

A 400 :chz ~shz ~e®/2.

21. Réflexe domaine

Avant de calculer :

— lnu:u>0;

u:u>0;

— arcsinu, arccosu : |u| < 1;

— dérivées de arcsin u, arccosu : |u| <
L

— puissance réelle u® :

si Pon utilise

!/
(u®) = au*" "/,
, eInv exiger u > 0.
o 12 u
(arcsinu)’ = ——,
V1—u?
!/ u’
(arccosu) = ——,
V1—u?
/ U/
(arctanu)’ = ——.
14+u
Toujours vérifier le domaine.
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