Chapitre 19 - Géométrie du plan et de I'espace 1

Plaquette 3 - Droites et plans de I’espace : positions et distances

Géométrie du plan et de I’espace — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils
Plan passant par A, de vecteurs directeurs U, V : normale 77 = U A V, équation
n-AM = 0.
— Droite A + tu ; comme intersection de deux plans, U = 1; A 1.

— Deux droites (A, 1), (B,V) : parallelessiu AV = 0 ; sinon coplanaires (donc
sécantes) = [E U, \7’] = 0.

[4B.z.7] /M a1
d(Dy,D;) = =—=——=, dWM,D)="—=——
R TS Izl
. R . [T - 7
— Droite et plan : paralleles = U -1 = 0 ; angle ¢ avec sing = TGk
— Plans paralleles ax + by + cz = d; et = d, : distance M
Va? + b* + ¢?
G J

Correction de I’exercice 1 - Plan défini par trois points
a) AB = (-2,4,0) et AC = (=2, 0, 4) ne sont pas colinéaires. Parameétrage :
(2 —2s —2t, 4s, 4t), s,t € R.
b)
ABANAC=(4-4-0-0,0-(=2)—(=2)-4,(-2)-0—-4-(-2)) = (16,8, 8)

— Normale (2,1,1) : 2x+y+2z=d, et A donne d = 4. Equation 2x +y+ z =4 (contrdle :
B:4v,C:4 V).

2 2
|0 — 4| 4
d) d(O,(ABC)) = ——L_ = 2% =~ 1,63
/e s W
Réponse.(ABC):2x+y+z=4;D=A+%ﬁ+%ﬁ;d(O)=%.

Correction de I’exercice 2 - Deux droites : sécantes ou non coplanaires

aQ)UAV=02-1-(-1)-1,(-1)-1-1-1,1-1=-2-1) =(3,-2,-1) # 0 : jamais paralléles.
b) AB, =(-1,1,m—2) :
[A—’Bm,ﬁ,v] =-3-2-(m=2)=—(m+23)

— Nul ® m = -3 : sécantes pour m = —3, non coplanaires sinon.

c)l1+t=s,2t=1+s,2—-t=—-3+s. Les deux premieres donnentt=2,s=3;la
troisiéme : 0 = 0 v Point : (3,4, 0) (des deux cotés : A + 2U = (3,4,0) et B_.3+ 3V =(3,4,0)
/).

|m + 3|

| — 3| 3 .
dm=0:d= = = 0,80. Plus généralement d =
9 J14

13, =2, -1 14

exactement pour m = -3 v

, hulle
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Chapitre 19 - Géométrie du plan et de I'espace 2

Réponse. Produit mixte —(m + 3) ; sécantes pour m=—-3en (3,4,0); m=0:d =

3
Niv
Correction de l'exercice 3 - Droite et plan avec parametre

AU, "=1+m+1=m+2:paralleleem=-2.Avérifie 1 +1+0=2=23:A¢P,1la
droite est strictement parallele.

b)M=(1+t,1+mt,t)dansP:2+(m+2)t=3:

_ 1 _ 1 m 1
L= ¥z Im_(1+m+2’1+m+2’m+2)

c) = (%1%) :somme 3 v ;I = (%%%) : somme 3 v

d) Orthogonale = 1U,, colinéaire a7 = (1,1,1) ® m = 1. Alors I; est le projeté orthogonal

2-3
de A sur P, et Al, = |(%% %)| = % —d@,p) v = L,
Réponse. Parallele (strictement) pour m = -2 ; I, avect = — 1 55 orthogonale pour

m=1.
Correction de l'exercice 4 - Faisceau de plans
a) Normales (1,1, —1) et (1, —1, 2) non colinéaires : les plans se coupent selon une droite
de vecteur
d=@1,1,-1)A(1,-1,2)=2-1,-1-2,-1-1)=(1,-3,-2)

b) Les coefficients (A + 1, A — u, —A + 21) ne sont pas tous nuls (sinon A = u = 0) : ¢c’est un
plan. Tout point de A annule les deux parentheses, donc I’équation.

c)EnM:14+2-3-1=-1et1—-2+6=5.0nchoisitA=5,u=1:
5x+y—z—-1)+(x—y+22)=0, soit6x+4y—3z—5=0.

— Contréles : M:6+8-9-5=0v;d-(6,4,-3)=6-12+6=0 v

d) Parallele a (Oz2) = coefficientde znul: —A+2u=0,A=2,u=1:3x+y—-2=0
(contrdle : d-(3,1,00=3-3=0 v).

Réponse. d = (1, -3, —2) ; plan par M : 6x + 4y — 3z = 5 ; plan paralléle a (Oz) :
3x+y=2.

Correction de I'’exercice 5 - Projeté d’un point sur une droite

a)H=A+tietAM T =(2,1,4)-(1,1,1) = 7 ; la condition donne t = ||*7||2 =1
u
=(10 7 7 gM=(-1 -4 5
H_( ’ 13)1 H ( 31 3;3)

— Controle : HM - U = #

b) d = HM = 1+18+25 =J‘§_2z2,16.

CAMAT=(1-44-22-1)=(=3,2,1), denormemzd=%=@/

d)M=2H-M= (20 —3,14_ 4 14 —4) - (%%%) (milieu de [MM'] : H v).
1
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Chapitre 19 - Géométrie du plan et de I'espace 3

Correction de I’exercice 6 - Projeter une droite sur un plan

a) (1+0)+(1+20+(1+3)=0,t=-2 ( 0, ——) (somme nulle v).
b)A =A- %(1, 1,1) = (0,0, 0) : le projeté de A est l'origine.
c) D' = (IA), vecteur AT = (% 0, —%) colinéaire a (1,0, —-1) ; D" : (1,0, —1), bien contenue
dansP(1+0—-1=0v).
du-i=6,|fd*=3:
i—-2n=01-2,2-2,3-2)=(-1,0,1)

— Colinéaire a (1,0, —1) v La projection orthogonale sur un plan est une application
affine : I'image d’une droite (non orthogonale au plan) est une droite.

Réponse. I(l, , —%), A’ = O ; D’ dirigée par (1,0, —1) passant par O.

Correction de I'’exercice 7 - Angle d’une droite et d’un plan
a)n=(1,0,-1).

b)cosa—Jl_lJl_ % donccp—”(BO)

c) L’angle entre une droite et un plan est I’angle entre la droite et sa projection ; il est
complémentaire de 1’angle avec la normale :

singp = cosa = M
| 7
d) Projeté : 7 — L3M7i = (1,1,0) - 2(1,0,-1) = (1,1, 1), de norme J3.w= a2,

Correction de l’exercice 8 - Plans paralleles et plan médian

a) Méme vecteur normal 7 = (2, —1, 2), ||7i|| = 3, et seconds membres différents :
paralleles distincts.

b) Formule :
_Mzﬁ_z
JA+1+4 3

— Projection -A(l 0, 0) EP.A+tneP,:14+9%=7,t= % et la distance vaut
t||n||——><3—2 v

[4—1] _ 17-4] _

c) 2x — y + 2z = 4 (moyenne des seconds membres) ; controle : 3 =3 1v

d) 2x—y+22=kavec|§—|= 3:k==9.Deuxplans: 2x —y+2z=9et2x —y+ 2z = -9.
Réponse. Distance 2 ; plan médian 2x —y + 2z =4 ; a distance 3de O : 2x —y + 2z = +9.
Correction de I'exercice 9 - Droite : paramétrage et systeme d’équations

a)d=(1,1,00A(0,1,-1)=(-1-0,0+1,1-0)=(-1,1,1). Poury=1:x=1,2=0:
A(1,1,0).
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Chapitre 19 - Géométrie du plan et de I'espace

b)y=t:x=2-t,z=t—-1,s0it(2,0,—1)+t(—-1,1,1) : méme direction, et t = 1 redonne
AV

c)x=1+2s,y=2+s,z=3—-s5s.Deladeuxiéme,s=y—2:
A,:<><—2y=—3
y+z=5

— Controle : (1,2,3) vérifiel —4=-3 v et2+3=5v

d) Un pointde A, (2 —-t, t,t—1),estsurA’si2—t—2t=-3ett+t—-1=5:t= —et
t = 3, incompatibles. Directions non colinéaires : A et A" sont non coplanaires.

Réponse. A : A(1,1,0),d =(-1,1,1); A" : x—2y = =3, y+ 2z = 5 ; non coplanaires.

Correction de I’exercice 10 - Plan contenant une droite, parallele a une
autre

a) Normale=u;AU;=(1-1-0-1,0-0-1-1,1-1-1-0)=(1,-1,1). ParA:
M:x—-y+z=1.

b) d(B,II) = 0-0+2-1] _ 1

/3 /3°
c) D, est parallele a IT : tous ses points sont a la méme distance de II, et D; C I1. La plus
courte distance entre les droites est donc -L. Formule :

J3
[4B.un®:]| |(-1,0,2)-(1,-1,1)] _

_ 1
Ty ATy V3 V3

d) B(0,0,1) vérifie 0 —0+1 =1 : B €I, donc D, C IT : droites coplanaires (et sécantes
puisque non paralleéles). Produit mixte : (—1 0,1)-(1,-1,1) =

v

Réponse.I1: x—y+2z=1;d([D,,D,) = ; avec B(0, 0, 1) les droites sont sécantes.

E
Correction de I’exercice 11 - Le tétraedre régulier inscrit dans un cube

a) A(0,0,0), C(1,1,0), F(1,0,1), H(O, 1, 1). Chaque aréte est une diagonale de face :
longueur 2 (par exemple CF = [|(0, -1, 1)|| =/2).

b) CFACH = (0,-1,1)A(-1,0,1) = (—1,-1,-1) : (CFH) : x + y + 2z = 2 (contrdle avec C,
F,Hv).dA) = %

el
c) Base équilatérale de c6té V2 : aire % X2 = g
_1,¥3,2 _1
V= 3 X 5 X 5°3
— Cube moins quatre coins (tétraedres trirectangles de volume % enB, D, E,G):
1-4=-1,
6 3

d) (AFH) : AF AAH = (-1, -1, 1). Angle des normales (1,1,1) et (1,1, —1) : cos % (

=~ 70,5"). C’est I’angle diedre du tétraedre régulier, arccos%.

Réponse.Arétesﬁ;(CFH):x+y+z=2,d=%;V=%;cos

Correction de I’exercice 12 - Points équidistants de trois points

1
3

a) MA=MB? = (x - 1)*+y?=x2+ (y- 1)’ —=2x = —2y = x = y : un plan.
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Chapitre 19 - Géométrie du plan et de I'espace 5

b) De méme MB=MC =y =2.L: x =y =2, la droite dirigée par (1, 1, 1) passant par O
(perpendiculaire au plan ABC : x+y+2z = 1).

c)lLecentreest LN(ABC) :3t=1, w = (% % 1

3) (c’est aussi le centre de gravité :

triangle équilatéral de coté J2).

-6 = |2
=9 R=3

d) Centre (t,t,t) avec Q0% =A% 3t% = (t — 1)2 + 2t2, soit t = 1 Sphere de centre

2
111 J3 .
(5, 5 5) et de rayon S

— x*+y?+22-x—-y—2z=0(contréle :A:1—-1=0 v).
Réponse. L : x =y = z; cercle : centre (%, % %), R =2/3 ; sphére : centre (%, % %),
J3

rayon ‘.

Correction de I’exercice 13 - Quatre points coplanaires

a) AB=(-1,1,0), AC =(-1,0,1), AD,, = (0,1, m) ; développement selon la premiére ligne
-1 10

de{ -1 0 1
0 1 m

-10-1)-1(—m—-0)+0=1+m
b) Coplanaires ®= m = —1. Plan ABC) : x+y+z=1,etD_;:1+1-1=1 v
com=1: V——|1+1|——

3-1
@ d(Dy, (4BC) = B2 = 2. aire de ABC : LJAB 1 AC| = J11,1, 1)) = 5.
_14,V3,2 _1

Réponse. det = 1 + m ; coplanaires pour m = —1 ; V(ABCD;) = %

Correction de l’exercice 14 - Distance a une droite par minimisation

a)f(t)=(1—t)2+(2—t)2+9=2t2—6t+14.

i —6_3.¢3 — 19 3 3

b) Minimum ent=$ =3 :f(3) =3 -9+14 =12 Doncd = (1 =3,08et H=(3,3,0).
¢c)OM AT =(1,2,3)A(1,1,0) = (=3,3,—1), de norme /19 |u|| =2 :

V19 /19

d=""—= -2 v

J2 2

d) g(t) = |AM|* — 2tAM - U + t*|[g||%, trinéme de coefficient dominant positif, minimal en
= Iﬁll U . c’est exactement la condition d’ orthogonalité HM - U = 0. Distance et

projection orthogonale ne font qu'un.
Réponse. f(t) = 2t*> — 6t + 14 ; H(2 2,0) d=1J19/2.
Correction de I'’exercice 15 - Synthese : la grande diagonale du cube

a) B(1,0,0), D(0,1,0), E(0,0,1): (BDE) : x+y+2z=1.C(1,1,0), F(1,0,1), H0,1,1) :
(CFH) : x+y+ z = 2. Méme normale (1,1, 1) : paralléles.
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b) AG = (1,1, 1) est normal aux deux plans : (AG) leur est orthogonale. Points t(1,1,1) :

3t=1et3t=2:
=(111 =(2,22
I‘(3'3'3)' J (3'3'3)

3

3

C)AI=T=JG = %A_G) : trois segments de longueur 3

=7|2_1|=E= 4 . =E14—B)=L = °
d) d el 3 IJ v Angle : cosf 5 x1 5 0 =>54,7.
— I est aussi le centre de gravité de BDE : (1,0,0) + (0, é’o) +0.01 ,
Réponse. (BDE) : x +y+z =1, (CFH) : x+y+z=2;14,1,1),72,2,2);d =1 ;
1
cos =5
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