Chapitre 19 - Géométrie du plan et de I'espace 1

Plaquette 2 - Géométrie plane : droites, cercles et triangles

Géométrie du plan et de I’espace — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Droite D : ax + by + ¢ = 0 : vecteur normal 7i(a, b), vecteur directeur (—b, a).
|axp + by,, + |

Va? + b?

axpy + by, + ¢
a’+ b?

— Cercle : x? + y? — 2xox — 2y,V + ¢ = 0 a pour centre (xo,y,) et R* = x§ + y2 — ¢ (si
> 0).

— Tangente en T au cercle de centre Q : droite passant par T, de vecteur normal
QT. Une droite est tangente = d(Q, D) = R.

— Triangle : centre du cercle circonscrit Q (médiatrices), orthocentre H (hauteurs),
centre de gravité G, et droite d’Euler : QH = 3QG.

— Barycentre G de (4;, a;) : > a;GA; = 0 ; Leibniz : > MA? = nMG? + > GA?
(isobarycentre).

G J

dM,D) =

— Projeté orthogonal : H =M — 1 ; symétrique : M' = 2H — M.

Correction de l’exercice 1 - Distance d’un point a une droite et aire

a) AB = (6, 2), colinéaire a (3, 1) ; un vecteur normal est (1,-3): x—3y+c=0, etA
donnel-3+c=0,c=2.

— (AB): x—3y+2=0.Controle avecB: 7—-9+2=0 v
b)

I3—-18+2| 13
J1+9 V10
) AB =36 + 4 = 2/10, aire = 1 x 2/10 x % = 13. Déterminant :

%|det(E,A—c‘)| =Lli6x5-2x2[=13

d(C, (AB)) = =~ 4,11

40
— Veérifications : CH = (1,3; —-3,9), CH-AB=7,8—-7,8=0 v et CH=16,9 = 4,11 v

4 oy — —0.d=13 . 4 . .
Réponse. (AB) : x—3y+2=0;d m,a1re13,H(4,3,2,1).

Correction de l’exercice 2 - Reconnaitre un cercle, tangente

d)H=A+ %ﬁs’ —(1,1)+12+106 2y = (4,3. 2,1).

a) On complete les carrés : (x — 2)2 -4+ (y+ 3)2 —-9-12=0:
x—2)+@y+3)* =25
— Cercle de centre Q(2, —3) et de rayon 5.

b) (5 - 2)2 + (1 + 3)2 =9+ 16 =25 v La tangente en P a pour vecteur normal QP = (3,4)
:3(x—=5)+4(y—-1)=0, soit 3x+4y—19 = 0.
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Chapitre 19 - Géométrie du plan et de I'espace 2

— Contrﬁle:d(Q,T)=w=§=5=R/

c)x=0:y>°+6y—12=0, A=36+48 =84, y= -3 +/21. Deux points (0, =3 £21).
d) QQ% =16 + 25 = 41 > 25 : extérieur (puissance de Q : 41 — 25 = 16 > 0).
Réponse. Centre (2, —3), rayon 5 ; tangente 3x +4y—19=0; (0, -3 +21) ; Q extérieur.

Correction de I’exercice 3 - Droite et cercle : sécante ou tangente

a) X2 + (x + m)? = 25, soit 2x2 + 2mx + m2 — 25 = 0.

b) Discriminant réduit : A’ = m? — 2(m? — 25) = 50 — m?.

— |m| < 5/2 : deux points ; |m| = 5/2 : tangente ; |m| > 5/2 : aucun.
— Parla distance : D, : x—y+m =0, d(O,D,,) = l\/_izl
Im| =5/2 v

c)m=1:2x*4+2x-24=0, soit x>+ x—12 = (x — 3)(x + 4) = 0. Points (3,4) et (-4, —3)
(vérification : 9+ 16 = 25 v).

— Corde : 72+ 7% =7/2.

= L ._ .
d) d 7z et demi-corde /£ :

, comparée a R = 5 : méme seuil

2_p2_ 2 _oc_ 1 _49 - A
=R -d=25-5="7 2=2x3 W2 v

Réponse. A’ = 50 — m? : tangente pour m = =5/2 ; m = 1: (3,4), (—4, —3), corde 7/2.
Correction de I'’exercice 4 - Cercle circonscrit a un triangle
a) Médiatrice de [AB] : x = 3. Médiatrice de [AC] : passe par le milieu (1, 2), de vecteur
normal AC = (2,4) : 2(x — 1) + 4(y — 2) = 0, soit x + 2y = 5.
b) x=3donney=1:0Q(3,1), et R*=0QA*=9+1 =10, R =/10.
C)QB°=9+1=10v,QC*=149=10v

x-3) +@wy-1)*%*=10

d) Un triangle est rectangle si et seulement si le centre du cercle circonscrit est le
milieu de I’hypoténuse. Les milieux des cotés sont (3, 0), (4, 2), (1,2) : aucun n’est Q.
Non rectangle.

— Controle : CA-CB = (-2)(4) + (-4)(—4) =8, AB-AC = 12, BA-BC = 24 : aucun n’est
nul v (et tous positifs : triangle acutangle, ce qui place Q a l'intérieur).

Réponse. Q(3,1), R=J10 ; (x — 3)2 + (y— 1)2 = 10 ; triangle acutangle, non rectangle.
Correction de I’exercice 5 - Bissectrices de deux droites
a)y=0:3x=12, I(4,0).

b) d(M, Dy) = BX*V =L ot g, D,) = |y : égalité

= |3x+4y— 12| =5|y| @ 3x+4y— 12 = +b5y.

c) Signe + : 3x—y—12=0; signe —: 3x+9y—12 =0, soit x+ 3y —4 = 0.

— EnI(4,0):12-0-12=0vet4+0-4=0v

— Normales (3, —1) et (1, 3) : produit scalaire 3 — 3 = 0 : perpendiculaires.
B;:3x—-y—-12=0, By, : x+3y—4=0
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Chapitre 19 - Géométrie du plan et de I'espace

d) Le triangle a pour sommets O, I(4, 0) et (0, 3) ; c’est le triangle 3-4-5, de cercle inscrit
de centre (1, 1) (rayon 3+‘217_5 =1).(1,1) vérifie 1 + 3—4 = 0 : c’est B,, la bissectrice
intérieure en I.

Réponse. I(4,0) ; bissectrices 3x —y—12 =0 et x + 3y — 4 = 0 (perpendiculaires) ; la
seconde contient (1, 1).

Correction de l'exercice 6 - Barycentre et fonction de Leibniz

a)G=(0+§+1,0+g+3)=(%1).

b) MA% = MG? + 2MG - GA + GA?, et de méme pour B, C. En sommant, le terme croisé
vaut 2MG - (G—A’ +GB + @) = 0 (définition de G) :

fIM) = 3MG? + GA* + GB* + GC*

)GA’=2+1=3 GB*=4+1=38GC°=2+4=40 somme 132 = 41
— Minimum 42 3 , atteint uniquement en M = G.
d) 3MG? =20 - 44 = 16 MG = 96 : le cercle de centre G et de rayon %.

— Controle:M=G+(—,O)=(3,1):MA2+MBZ+MC2=10+2+8=20 v

Réponse. G( ,1); mlnf— 44 on G ; flM) = 20 : cercle de centre G, rayon %

Correction de I'exercice 7 - Le cercle d’Apollonius
a) Les distances sont positives : MA = 2MB = MA® = AMB?* = x%2 4+ y? = 4<(x -3)%+ y2>.
b) x? + y? = 4x%? — 24x + 36 + 4y?, soit 3x* + 3y?> — 24x+ 36 =0 :

X2y —8x+12=0o(x—4) +y*=4
— Cercle de centre (4, 0) et de rayon 2.
c)y=0:x=20ux=6.Pour(2,0): MA=2, MB=1 v ;pour(6,0): MA=6, MB=3 v

d) I = (2, 0) vérifie IA + 2IB = (—=2,0) + 2(1,0) = 0 : barycentre de (4, 1), (B,2).J = (6,0) :
JA - 2JB = (—6,0) — 2(-=3,0) = 0 : barycentre de (A, 1), (B, —2).

— [I]] est un diameétre de I' (milieu (4, 0), longueur 4) v

Réponse. I' : (x — 4)2 +y2 = 4 ; points (2, 0) et (6, 0), barycentres de (4, 1), (B, £2).

Correction de I’exercice 8 - Projection et réflexion par rapport a une droite

)

a) = (1,2), [|* =5, et xpy+ 2y, —4=7:

M_Irm_(a_T 14 8
H=M-¢n ( 5 4~ 5) (5

mlcn

— Contrﬁle:%+%—4=0 v
b) M =2H-M=(1,-&). Le milieu de [MM] est H € D, et MM = (-1%, -28) est
colinéaire a 7 : D est la médiatrice v

) =T _ V' M- _ _212 =l3 -4
c)s(V) =V 2"r_i"2n,donc5 I, 5<2 4> 5<_4 _3):
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_er_ 1 (9+16  —12412\_ .
S 5< 12+12 16 +9 I2

d) trS =0, detS = % = —1 : une réflexion renverse l'orientation ; valeurs 1 (sur
I’axe) et —1 (sur la normale), de somme 0.

, , 3 4
Reponse.H(%,%),M(l, 8) S = < 4 _3> detS = —1.

Correction de I’exercice 9 - Angle de deux droites

— 3 11 . 7(3 11
a) 2x+ 1 = —3x+4, x—g,y—T.I(g T).
b) Vecteurs directeurs (1, 2) et (1, =3) :

1-6] _ 5 1 i

cosf = = ==, @=41

/5J10 /50 /2 4
c) tanf = H + g| = 1 v (formule issue de tan(a; — a;) avec tana; = m;).
d) Pente —% y— Tl = —%(x— %) soity = —%x+ % (car % + li = %—5).
— Contrdle : (1,-1)-(1,2)=0vet -3 +3=22=11,

Réponse. | (3 11) angle < ; perpendiculaire : y = —1yx4 %

Correction de I'exercice 10 - Tangentes issues d’un point extérieur

a) OP? = 10 > 5 : extérieur.
b) OT-(OT - OP)=0=0T*=0T-OP =5 = 3x +y.
c)y=5-3xdans x> +y*>=5:10x>-30x+20=0,x*—3x+2=0, x € {1,2}.

— T4(1,2) et T5(2,—1). Tangentes (normale O7T) : x + 2y=5et2x—y=5.
— Controle : P vérifie3+2=5vet6-1=5v

d) PT; = ||(=2,1)|| = /5 ; par Pythagore dans OPT; rectangle en T} :
PT*=0P*-R*=10-5=5

— Normales (1, 2) et (2, —1) orthogonales : les tangentes sont perpendiculaires (OTPT,
est un carré de coté JV5).

Réponse. T;(1,2), T»(2,—1) ; tangentes x + 2y = 5 et 2x —y = 5 ; PT = /5, angle droit.
Correction de I’exercice 11 - Puissance d’un point et axe radical

a) p,(M) = x> +y* —4detp,(M) = (x—3)° +y*—1 =x*>+y? - 6x + 8.
b) p, =p,= -4 = —-6x+8 = x = 2: la droite verticale x = 2.

c) x = 2 dans C; : y?> = 0. Un seul point commun (2, 0) : les cercles sont tangents
extérieurement (distance des centres 3 = 2 + 1). L’axe radical est leur tangente
commune en ce point.

d) La longueur de la tangente issue de M vérifie (Pythagore)
MT? = MQ? — R?* = p(M)

— Sur l'axe radical, p,(M) = p,(M) : les deux longueurs sont égales. Exemple M(2, 3) :
p,=4+9-4=9,p,=1+9-1=29:tangentes de longueur 3 v

Réponse. Axe radical x = 2 ; cercles tangents en (2, 0) ; MT? = p(M), égal pour les deux
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cercles.
Correction de l’exercice 12 - Paramétrage rationnel du cercle

a)y=t(x+1)dans x* +y? =1: (1 +t)x?+ 2t>x + t* — 1 = 0. Une racine est x = —1 (point
2
A) ; le produit des racines vaut L—;tz donc l'autre est

2t

2
(= l-t :
+t

1+t

1 ./3 4\ .+_2.(5 12\.+_1./15 8
byt=1:(23):t=5:(%13)t=1: (3 %)
c¢) En chassant les dénominateurs : 32+4%= 52, 52+ 122% = 132, 152482 =172 (
225+ 64 = 289 ). Pourt = £: (¢ - p»)* + 2p@)* = (¢* + p?)".

=tlx+1)=
Y 1

d) L’angle inscrit OAM, intercepte le méme arc que I’angle au centre 6 : il vaut % et la

2
pente de (AM,) est tan . On retrouve cos§ = 1 =L sing = —2L_
2 1+t 1+t

Réponse. M, = G%ii 1 fft2> ; triplets (3,4,5), (5,12,13), (8,15,17) ; t = tan &.

Correction de l’exercice 13 - Cercle inscrit dans le triangle 3-4-5

a)a=BC=J16+9=5b=CA=3,c=AB=4.
b)

= 5(0,0) +3(4,0) +4(0,3) _ (12,12)
12 12

c) DistancesdeJa (AB) : y=0eta (AC): x=0:1et1.A(BC):3x+4y—-12=0:

=(11)

wzl v Doncr=1.
d) Aire = % = 6, demi-périmétre 6 : r=8 =1 v

— Pour un triangle rectangle, r (cotés de I'angle droit moins 1’hypoténuse) :

3+4-5 _
2 1v

Réponse.a=5,b=3,c=4;1(1,1), r=1.

—_b+c—
2

Correction de I'exercice 14 - Rotation de centre quelconque
0 -1\ . .,

a)R = <1 0 > . si QM = (u, v), alors QM = (—v, u).

b) QM = (3,1), QM = (-1,3), M' = (0, 5).

— 13, D =(-1,3)| =V10 v et (3,1)-(-1,3) =0 v

c) La droite y = 2 passe par Q avec la direction (1, 0) ; son image passe par p(Q) = Q avec
la direction R(1,0) = (0, 1) : c’est la droite x = 1.

d) R* = -1, :
pep(M)=Q-QOM=2Q0-M
— C’est la symétrie ceitl:ale de centre Q. pop(M) =(2—-4,4-3)=(-2,1), et
directement p(M’) : QM = (—1,3) » (=3, —1), point (-2,1) v
Réponse. M'(0,5) ; image de y = 2 : x = 1 ; p? = symétrie de centre Q, p?(M) = (-2, 1).
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Correction de I’exercice 15 - Synthese : droite d’Euler et cercle des neuf
points

a) Médiatrice de [AB] : x = 4. Médiatrice de [AC] : milieu (1, 3), normale (2, 6) :
x+3y=10,douy=2.Q(4,2), R>=16 +4 = 20 (controle QC* =4+ 16 = 20 v).

b) Hauteur issue de C : x = 2 ((AB) horizontale). Hauteur issue de A, orthogonale a

BC = (-6,6) : y = x. Donc H(2,2) ; contrdle : BH-AC = (=6)(2) + (2)(6) =0 v G = (? 2).
c) QH = (-2, 0) et 3QG = 3(—%, 0) =(=2,0) v

QH =30G
— Q, G, H sont alignés (ici sur la droite y = 2) : c’est la droite d’Euler.
d) N=(3,2), R = /5. Milieux : (4,0), (5,3), (1, 3) ; pied de la hauteur : (2, 0). Carrés des
distancesaN:1+4,4+1,4+1,1+4:touségauxab v

— Ce cercle (cercle d’Euler) passe aussi par les deux autres pieds de hauteurs et les
milieux de [AH], [BH], [CH] : neuf points.

Réponse. Q(4,2), R = 2/5 ; H(2,2), G(% 2) ; QH = 3QG ; cercle d’Euler de centre (3, 2),
rayon /5.
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