Chapitre 19 - Géométrie du plan et de I'espace 1

Plaquette 1 - Produit scalaire, produit vectoriel, droites et plans

Géométrie du plan et de I’espace — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

—

Produit scalaire dans R® : 7V = xx’ + yy + 2z = ||u] ||V| cos 6.
—Ulveu-v=0.
— Norme : |[U|| = VU - T ; Cauchy-Schwarz : [T - V| < |T]|||V].
U-v-

u.
— 2
Il

Produit vectoriel : U AV = (y2' — 2y, 2x — x2, xy' — yX)).

— Projectionde Vsuru:

— Orthogonal aux deux vecteurs ; |t A V| = ||U]||V] |sin 8| est I'aire du
parallélogramme.
— Antisymétrique : VAU = —U AV ; nul = vecteurs colinéaires.

Produit mixte : [U,V, W] = (T A V) - W = det (U, V, W) — c’est le volume orienté du
parallélépipede ; nul = vecteurs coplanaires.

Droites et plans.

— Plan : équation ax + by + cz + d = 0, de vecteur normal 7i(a, b, ¢) ; ou paramétrage
A+ su + tv.

— Droite : paramétrage A + ttU, ou intersection de deux plans.

— Distance d’un point a un plan :

|axy + by, + czp + d|

d(M,P) = -
Va%+ b* + ¢2
LW A ﬂ’|
— Distance d’un point a une droite (A, %) : d = W

— Positions relatives : deux plans sont paralleles si leurs normales sont
colinéaires ; une droite est parallele a un plan si -7 = 0.
G J

Correction de l'exercice 1 - Produit scalaire et angle

— Produit scalaire : 2 -2 +4 =4.
— Normes : |[U| =V1+4+4 =3et|vV|=V4+1+4 =3.

— Cosinus de lI’'angle :

cos@ = % ~ 0,4444

— Angle : 60 = arccos% =~ 1,1102 rad, soit environ 63,6°.

— Controle de Cauchy-Schwarz : |[4| <=3 x3=9 v

— Interprétation : les vecteurs ne sont ni orthogonaux (7 -V # 0) ni colinéaires (
cosf = *+1).

— Remarque : les deux vecteurs sont de méme norme 3 — ce sont des vecteurs a
coordonnées entieres de norme entiere, cas rare et pratique pour les exercices.

Réponse. U -V = 4, normes 3 et 3, angle = 63,6°.
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Chapitre 19 - Géométrie du plan et de I'espace 2

Correction de l’exercice 2 - Orthogonalité

— Condition : 7-vVv=0.
3-m+2m=3+m=0

— Donc m = -3.

— Vérification : 1(1, -3,2) et v(3,—1,—-3) donnent 3+3-6=0 v

— Normes : ||[U|| =V14 et ||V| = /19 — les vecteurs sont bien non nuls, 1’orthogonalité est
stricte.

— Remarque : I’équation était linéaire en m ici, mais elle est souvent quadratique — il
peut alors y avoir deux valeurs, ou aucune.

r 7 0 3 3 7 ~
— Generalisation : dans R”, I’ensemble des vecteurs orthogonaux a un vecteur non nul
fixé est un plan (dimension 2).

Réponse. m = —3.
Correction de l'exercice 3 - Produit vectoriel

— Formule :
UAV=(0x3-2x%x1,2%x0-1x%x3,1x1-0x0)=(-2,-3,1)

— Controles d’orthogonalité : (-2) x 1+ (-3)x0+1x2=0vet0-3+3=0v
— Aire du parallélogramme :

[UAV|=VEA+9+1 =/14 = 3,742

— Contréle par les normes : |t| = /5, |[V| =10, produit /50 = 7,07 — l’aire est
inférieure v (les vecteurs ne sont pas orthogonaux).

J14

— Aire du triangle : la moitié, soit = 1,871.

— Attention a lI'ordre : VAU = (2, 3, —1) — le produit vectoriel est antisymétrique.
Réponse. UAV = (-2, -3, 1), aire /14 = 3,74.

Correction de l’exercice 4 - Produit mixte et coplanariteé

— Critere : ils sont coplanaires si et seulement si leur produit mixte (déterminant) est
nul.

12 4

215

317

— Développement : 1(7—-5)—-2(14-15)+4(2-3)=2+2-4=0.

— Conclusion : les trois vecteurs sont coplanaires.

— Relation explicite : 2 x (1,2,3)+(2,1,1) = (4,5,7) v — le troisieme est combinaison
des deux premiers.

— Interprétation géométrique : le parallélépipede construit sur ces vecteurs a un
volume nul — il est aplati.

— Plan commun : de vecteur normal
(1,2,3)A(2,1,1)=(2-3,6—-1,1-4) =(-1,5,—-3), soit le plan —x + 5y — 3z = 0.
Controle: -1+10-9=0v,-2+5-3=0v,-4+25-21=0v

Réponse. Oui : produit mixte nul, et (4,5,7) = 2(1,2,3) + (2,1, 1).
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Chapitre 19 - Géométrie du plan et de I'espace

Correction de I'exercice 5 - Equation d’un plan

— Vecteurnormal : 7=uAV=(1x1-0x1,0x0-1x1,1x1—-1x%x0)=(1,-1,1).
— Equation : x—y+2z+d =0 ;le passage par Adonne 1 —0+2+d =0, doncd = —3.
P:x—-y+2z-3=0

— Vérifications : A v ; les directeurs doivent étre orthogonauxarn:1—-1+0=0 v et
0-1+1=0v

— Autre pointduplan: A+u=(2,1,2),et2-14+2-3=0v

— Meéthode alternative (sans produit vectoriel) : écrire que det (m U, V’) =0—1le
développement donne directement 1’équation.

— Cohérence dimensionnelle : une équation dans R> définit bien un objet de
dimension 2 v

Réponse. x —y+2—-3=0.
Correction de I’exercice 6 - Distance d’un point a un plan

— Formule :
2Xx3—-1+2x%x(-2)—4| |6—-1-4-4]|
JVaA+1+4 3

3
— Distance : 1.
— Vérification par le projeté : 1 = (2, -1,
= M- =37 = 1 _ (11 2 _4
H=M n=M+1le-1,2 (3,3, 3).
2

9
— Contrﬁle:Hestdansleplan,%—g—%—élz 22_258_12 =0v
— Controle de la distance : |[MH| = %ll(Z, -1,2)| = % =1v

— Point de méthode : la valeur absolue est indispensable ; le signe de
axy + by, + czy + d indique de quel cé6té du plan se trouve M.

Réponse. d(M,P) = 1.
Correction de l’exercice 7 - Distance d’un point a une droite

|,W/\H|
(1 -
— AM=(1,1,1)etu=(1,1,0).
— Produit vectoriel : (1 x0—-1x1,1x1-1x0,1x1—-1x1)=(-1,1,0).
— Normes : |[(—1,1,0)| =2 et |T]| =V2.
J2
d=Y2 =1.
V2

— Vérification par projection : le projeté de M sur la droite est

AM Ty = 2(1,1,0) = (1,1,0).
Il

— Controéle : HM = (0,0, 1), de norme 1 v et orthogonal a@ (0+0+ 0 =10) v

— Lecture : la droite est la premiere bissectrice du plan Oxy ; M est a la hauteur 1
au-dessus de son projeté.

Réponse. d(M,D) = 1.

— Formule : d =

— Distance :
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Correction de I’exercice 8 - Intersection de deux plans

— Normales : (1,1,1) et (1, -1, 1), non colinéaires — les plans sont sécants selon une
droite.

— Soustraction : 2y = -2, donc y = —1.

— Report: x—1+2z=1,doncx+2=2,s0itx=2-2.

— Paramétrage avec z =t :
xy,2)=2-t,-1,t)=(2,-1,0)+t(—-1,0,1)

— Vérifications : (2,—-1,0)donne2-1+0=1vet2+1+0=3v

— Vecteur directeur : il doit étre orthogonal aux deux normales: -1 +0+1 =0 v et
-1-0+1=0v

— Controle par produit vectoriel :
(1,1,1)an(1,-1,1)=(1+1,1-1,-1-1)=(2,0,-2), colinéaire a (—1,0,1) v

Réponse. Droite (2,—-1,0) + t(—1,0, 1).
Correction de I’exercice 9 - Droite et plan

— Test de parallélisme : T -7i=1x1+2x1+1%x(-3)=1+2-3=0.

— La droite est donc parallele au plan ! Reste a savoir si elle y est contenue.

— Test d’un point : A(1,0,0) donne 1 +0—-0 =1 # 2 — A n’est pas dans le plan.

— Conclusion : la droite est strictement parallele au plan ; il n'y a aucun point
d’intersection.

— Confirmation par le calcul : en substituant le paramétrage, (1 +t)+2t—3t=1# 2
pour tout t — I’équation est impossible v

. |1 —2| 1 .
— Distance : d = = = 0,302 — constante le long de la droite.
J1+1+9 /11 9

— Meéthode systématique : tester d’abord @ - 71 ; si non nul, il y a un point unique ; si
nul, tester un point de la droite.

Réponse. Non : droite strictement parallele, a distance 1

J11
Correction de I'exercice 10 - Plan médiateur

— Définition : le plan médiateur est I’ensemble des points équidistants de A et B ; il
passe par le milieu et est orthogonal a AB.

— Milieu : I1(2,1, 2).

— Vecteur normal : AB = (2, -2, —2), que I'on simplifie en (1, =1, —1).

— Equation: x—y—-2z+d=0,avecl:2—1-2+d=0, doncd = 1.
P:x—-y—2+1=0

— Vérification par les distances : pour A, 1= 2\/%3 + 1] = % =3 ; pour B,
[3—0—-1+1] 3 3 .
== =3 v — équidistants.
3 3 d
— Controéle direct : AB = ||(2, -2, —2)|| = 2/3, et chaque point est & /3 du plan, soit la
moitié v

— Analogie : c’est I’équivalent spatial de la médiatrice d'un segment dans le plan.

Réponse. x—y—2+1=0.
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Correction de I’exercice 11 - Aire d’un triangle

— Vecteurs : AB = (—1,1,0) et AC = (-1, 0, 1).
— Produit vectoriel :

ABANAC=(1x1-0%x0,0x(-1)—(-1)x1,0-(-1)=(1,1,1)

— Aire du triangle : la moitié de la norme,
_ L LY

— Controle : le triangle est équilatéral de coté J2 (toutes les distances entre sommets

\/7 c’ = QXZ—g/

— Plan du triangle : de normale (1,1,1),c’est x+ y+2z=1 — le plan qui coupe les axes
aux trois points unités.

— Remarque : ce triangle est une face du tétraedre régulier inscrit dans le cube unité.

Réponse. A = g =~ 0,866.

valent y2). Son aire vaut

Correction de I’exercice 12 - Volume d’un tétraedre

— Formule : le volume du tétraedre est le sixieme du produit mixte,

v = L|det (0A, 0B, 0C)|

— Déterminant : la matrice est diag(2, 3,4), de déterminant 24.
24 _y
G :
— Controle par la formule élémentaire : base OAB (triangle rectangle d’aire

2 >2< 3 = 3), hauteur OC = 4, donc

— Volume : V =

v = base xgauteur _ 3?;4 -4

— v
— Origine du facteur 6 : le parallélépipede a un volume 24 ; le prisme en est la moitié,
et le tétraedre le tiers du prisme.

— PlanABc;§+%+§=1, soit 6x + 4y + 3z = 12.

Réponse. V =4,

Correction de l'exercice 13 - Angle de deux plans et droite d’intersection

a) 1, =(1,2,2) et M, = (2, —1, 2) ne sont pas colinéaires : plans sécants. Avec
7] = [I7i2f = 3 :

|ﬁ1'ﬁ2| _ |2—2+4| i
LA 9 9
b) A est orthogonale aux deux normales :

d=f1 AT, =(2-2-2-(-1),2:2-1-2,1-(-1)-2-2) = (6,2, -5).
— Contréle :7i;-d=6+4-10=0 etH,-d=12-2-10=0 v

c)z=0:x+2y=3et2x—y=1,doux=1,y=1.A(1,1,00(1+2=3v,2-1=1v)et
A:(x,y,2)=(1+6t 1+2t —=5t),teR.

cosO = 6 = 63,6
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Chapitre 19 - Géométrie du plan et de I'espace

d) Formule de la distance a une droite : AO A d a la méme norme que
OANd=(1-(-5)-0,0-1-(=5), 2—6) =(-5,5,—4), de norme /66.

— d(O,A) = V66 1,008. Contréle : c’est moins que |OA| =2 = 1,414, cohérent
V65

puisque A n’est pas le pied de la perpendiculaire issue de O.
Réponse. cosO = % 6=63,6);A:(1+6t1+2t —5t);dO,A) =J66/65.

Correction de I’exercice 14 - Distance de deux droites non coplanaires
a)TAv=(0-1-0-1,0-0-1-1,1-1-0-0)=(0,-1,1) et OB = (0,2,1) :
[OB,u,v|=0B - @AW)=0-2+1=-1=0

— Les droites ne sont pas coplanaires (ni paralleéles, ni sécantes).

[0,-1,D1 vz 2
c)P=(t0,0),Q0=(0,2+s,1+s),PO=(-t,2+s,1+5s).
_ PO-U=-t=0;P0-V=02+s)+(1+s)=0,dolus=—
—P=0etQ=(0,1,-1).
d)pPQo=/0+1 +%—T/EtPQ (

de la perpendiculaire commune).

Njw

N|—

%, —%) est colinéaire a U AV v (c’est la direction

g;p=o,Q=(ol_

121 )‘

Réponse. Non coplanaires (produit mixte —1) ; d

N[

Correction de l'exercice 15 - Synthese : projeté et symétrique

— Normale : 7 = (1, 11)demxmefﬁ
0+0+0-3] _

/3 J§

— Projeté : on se déplace depuis M le long de 7i. On cherche t tel que M +tri € P :
3t=3 = t=1

— Distance : d = =3 =1,732.

— DoncH=(1,1,1).
— Contrédle:1+1+1 =237 et |MH| =J/3 v — conforme a la distance.
— Symétrique : M' = M + 2t = (2, 2, 2).

— Vérification : H est le milieu de [MM’'] v ; et la distance de M’ au plan vaut
16 — 3|

/3

— Formule générale : H =M —

= /3 — méme distance, de I’autre coté v

axM+byM+czM+d ot M = 2E — M.

a? +b? + c?
Réponse. H(1,1,1) et M'(2,2,2), avec d = /3.
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