Licence 1 — Mathématiques

Fiche — Géométrie du plan et de I’espace

Fiche de révision — Géométrie L1

Droites, plans, produits scalaire/vectoriel, distances et intersections

1. Vecteurs et coordonnées

Si A(wa,ya,2a) et B(xp,yB,2B) :
AB = (B —TA,YB — YA, 2B — 24)-

Dans R? : u = (u1,uz) et v = (v1,v2) sont colinéaires ssi

‘ U1V2 — U2V = 0 ‘

Dans R? : colinéarité ssi coordonnées proportionnelles,
ouuxv=_0.

2. Droite du plan R?

Par A(xq, o), direction u = (o, 8) # 0 :

T =x9+ at

, teR.
Y =yo+ Bt

Equation cartésienne :

ar+by+c=0]| n = (a,b) normal.

Un directeur est u = (—b, a).
Paramétrique — cartésienne : avec u = («, ),

Bz — o) —aly —y0) =0}

3. Droite et plan dans R?

Droite par A, direction v = (o, 8,7) :

(M =Axw)

Soit, coordonnée par coordonnée,

r=x9+ at
y=1yo+pt
z = 2g + L.

Plan par A, directions u, v non colinéaires :

‘M:A—l—su—i—tv‘.

Plan cartésien :

‘ax—l—by—l—cz—i—d:O, n = (a, b, ¢) normal.

Pour passer de (4, u,v) & une équation cartésienne :

4. Positions relatives

Droite D : A + tu et plan II de normal n :

— u-n # 0 : un point d’intersection unique ;
—u-n=0et AcIl: D CII;
—u-n=0et A¢Il: D | II

Deux plans : paralléles ssi leurs normaux sont colinéaires.
Sinon, leur intersection est une droite de direction

n1 X ng |
5. Produit scalaire, norme, angle
u'vzg U V; |, lull = Vu - u|

Orthogonalité :

‘uJ_v = u-sz‘.

Angle 6 € [0, 7] :

u-v
cosf =

[ ol

Pour l'angle aigu entre deux droites, prendre la valeur
absolue au numérateur.
Cauchy-Schwarz :

Ju - o] <l o] -

Y
n=1uxu| n-AM = 0.
.
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6. Produit vectoriel dans R?

Pour u = (u1,ug,us) et v = (vy,v2,0v3) :

U2V3 — U3V2
U3V — U1v3
U1vV2 — U2V1

U Xv=

Propriétés :

— uxvluetuxvlo;

— u X v =0 <= wu,v colinéaires;
— lux vl = [lul ||v]|sin 6;

— aire parallélogramme = |ju X v||;

— aire triangle = 3 [|u x .

.

7. Produit mixte et volume

([, 0,w] = u- (v x w) = det(u,v,w) |

‘u, v, w coplanaires <= [u,v,w] =0 ‘

Volume du parallélépipede :

V = |[u,v,w]| |

8. Projections et distances

Projection de v sur Vect(u), u # 0 :

vV-u

proj, (v) = T

Distance point-point :

=[]

Point My(zo,y0) & D :ax+by+c¢=0:

_ lazo + byo + ¢

Point My (zo,y0,20) &l :ax+by+cz+d=0:

d(M07D)

_awo + byo + czo + d|

W= e pre

Point M & une droite D = A + Ru de R3 :

.

9. Procédures rapides

Plan par trois points A, B,C :

u:ﬁ, v:ﬁ, n=uxuv, n~;1§\—>/[:O.

Intersection droite-plan : substituer les coordonnées
paramétriques de la droite dans 1’équation du plan et
résoudre en t.

Deux plans : comparer nq,ns; s’ils ne sont pas coli-
néaires, résoudre le systeme ou chercher une direction
n1 X Na.

Angle entre plans : angle entre leurs normaux.

.

5

Piéges a éviter

— Le produit vectoriel du cours est défini dans R?, pas
comme un vecteur de R2.

— Une droite de R3 n’a pas une unique équation car-
tésienne : on la décrit paramétriquement ou comme
intersection de deux plans.

— Ne pas confondre vecteur directeur et vecteur normal.

— Pour conclure a une intersection, toujours résoudre le
systeme : le dessin ne prouve rien.

~

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



