Chapitre 9 - Intégrale de Riemann 1

Plaquette 4 - Sommes de Riemann,
encadrements et approximations

Intégrale de Riemann — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Sommes de Riemann (f continue sur [0; 1]) :
1 1
% k21 f<%> f e fof(X) o

— Croissance : si f< g sur [a; b] (a < b), alors f:fs fZg.

— Positivité stricte : si f est continue, positive, et f Z f=0, alors f= 0 sur [a; b].
— Inégalité de la moyenne : ‘fsd < f: Ifl = (b — a)max]|f].

— Comparaison série-intégrale (f décroissante) : [ £+ ' f<sfk)</[ z_ )

— Trapézes:fi’fzh(f(’zf—o)+f(x1)+ o+ fO 1) + B3, = b

- J

Correction de l'exercice 1 - Une somme qui tend vers In 2

On factorise par % pour faire apparaitre % :

— C’est une somme de Riemann de f(x) =
Sn—fo12 =In2.
— Controle numérique : pour n = 1000, S,, = 0,69290, et In2 = 0,69315.

Réponse. In 2.

Trx continue sur [0; 1]. Donc

Correction de l'exercice 2 - Une somme qui tend vers n/4

On divise numérateur et dénominateur par n? :

Th= iiz=%i
S Ty

1
— Somme de Riemann de —1— :Th— J, dx > =arctanl = I
1+x 1+x 4

— Cette somme donne donc une méthode (lente) pour approcher I : 4Ty = 3,1406.
Réponse. %.
Correction de l'exercice 3 - La moyenne d’un sinus

C’est une somme de Riemann de f(x) = sin (zx) sur [0; 1] :

n 1 1
% 2 sin (H%) T fosin (mx)dx = [_Coslgnx)]o _

k=1

SIS
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Chapitre 9 - Intégrale de Riemann 2

— 2 = 0,637 est la valeur moyenne de sin sur une demi-période : c’est, en électricité, le
rapport entre la valeur moyenne d’'un courant redressé et sa valeur maximale.

Réponse. 2.

Correction de l’exercice 4 - Racine n-ieme de n!/n»

On passe au logarithme pour transformer le produit en somme :
n

nnl =1

Nonm=n E n—

— C’est une somme de Riemann de In sur ]0; 1]. La fonction n’est pas continue en 0,

3|H

Inu, =

1
mais on admet la convergence ('intégrale [ olnxdx = [xInx — x](l) = —1 existe et In est
monotone).

— Donclnu,- -1etu,~- %.

— Conséquence : n! est de I’ordre de (%)n, comme le précise la formule de Stirling.

Réponse. .

Correction de I'exercice 5 - Encadrer la série harmonique

1

X b + est décroissante : sur [k; k + 1], etsur[k —1;Kk], % > % En intégrant :

<4
k+1 k
fk %S%ka_ dx  (k = 2 pour la seconde)

— On somme la premiere pourk=1an:In(n+ 1) < H,. On somme la seconde pour
k=2anetonajoutel:H,<1+1Inn.

— Conséquences : H, » +x et H, ~Inn. Pour n =100:4,62 < Hyoo = 5,19 = 5,61.

Réponse. Comparaison série-intégrale ; H, ~ Inn.
Correction de I'exercice 6 - Somme des racines

On factorise par n'/? puis par n :

n n
EJE:”S/ZX%E@

k=1 k=1

1
— La somme de Riemann tend vers [, /x dx = % Donc 3/2 Zk _Vk - 3, c’est-a-dire

Ek—l 2 3/2

— Controle : pour n = 10000, le rapport vaut 1,000 07.
3 1
Réponse. ng/z Sk =[x = 2.

Correction de I’exercice 7 - Une intégrale qui tend vers 0

Sur[0;1]:1 =<

XTI
—1+x~

1
OsInsfo n _n}-l

— Par encadrement, I,, = O.
— On ne sait pas calculer I, simplement mais un encadrement suffit pour la limite. (On

montre aussique I, +1,,., = +1, d’ou I, 1n.)
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Réponse. 0 <], = ﬁ ; I,—0.

Correction de I’exercice 8 - Encadrer une intégrale sans primitive

. . 2
— Minoration : e¥ = 1 + u pour tout u, donc eX =1 + x? et

1, 1
X 2 _4
foe dx2f0(1+x)dx——3

1 1
— Majoration : sur [0; 1], x? < x, donc e’ <eXet foex2 < fOeX =e—1=1,718.

— Valeur numérique : = 1,4627, bien entre 1,333 et 1,718. e’ n’a pas de primitive
exprimable avec les fonctions usuelles.

Réponse. —<I<e—1 (I=1,463).
Correction de I’exercice 9 - Positivité stricte

j‘2 est continue et positive. Par I’absurde, supposons f(x0)2 = ¢ > 0 en un point x,. Par
continuité, f2 = = sur un petit intervalle [a; B] de longueur £ > 0 autour de X ; alors

2
Jif= ff2>0£>0

— contradiction. Donc ]‘2 = 0, c’est-a-dire f = 0.
— Sans continuité, c’est faux : la fonction qui vaut 1 en % et 0 ailleurs est d’intégrale
nulle sans étre nulle.

Réponse. Continuité : )‘2 = % pres de xo donnerait une intégrale > 0.

Correction de I'exercice 10 - La méthode des trapezes

Avec h = 0,25 et f(x) =
f(1) =0,5.

1 s : f(0) =1, f(0,25) = 0,9412, f(0,5) = 0,8, f(0,75) = 0,64,

0,5
2

T= o,25<% > ~ 0,7828

— Valeur exacte : £ = 0,7854 ; erreur = 0,0026.

— Onentirem = 4T =~ 3,131. En doublant le nombre d’intervalles, I’erreur est divisée par
environ 4 (méthode d’ordre 2).

Réponse. T = 0,7828 ; erreur = 0,0026.
Correction de l’exercice 11 - Le théoréeme de la moyenne

Par le théoréme des bornes atteintes, m = f <= M sur [a; b], avec m et M atteints. En
intégrant :

m_b ffM

— La valeur moyenne est entre m et M : par le TVI, elle est atteinte en un point c.
3
— Application : 4 [(x*dx =1 x9 =3, et ¢? =3 donne ¢ =3 ~ 1,73 € [0; 3].

Réponse. Bornes atteintes + TVI ; ¢ = /3.
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Correction de I’exercice 12 - Majorer une intégrale

21 | 5j 2
< [rIsinX] gy < A 1 (1 + 2m).

20 .
f SINX 4y
0 0 1+x 0 1+x

— Par l'inégalité de la moyenne : T+ x

— Signe : on coupe en [0; ] et [17; 2] ; avec x = t + 11 sur le second morceau,
20 . b
sin x _ : 1 1
fO 1+de—f031nt(1+t 1+t+n)dt

— L’intégrande est positive sur [0; ] : I'intégrale est positive. La bosse positive, plus
proche de 0, pese davantage que la bosse négative.

Réponse. Majoration par [ ﬁ ; positive par symétrie.
Correction de l’exercice 13 - Somme des carrés

2
— Somme de Riemann : #Ekz = %2(%) —»féxzdx = 1.

— Formule exacte :

nn+Den+n _ (1+#)(2+7) 5
6n3 6 6

— Les deux méthodes concordent. La somme de Riemann donne la limite sans connaitre
. L. 3/2
la formule, ce qui est précieux pour >,k / par exemple.

1

Réponse. 3

Correction de l'exercice 14 - Vrai ou faux ?

2
a) Faux : [~ xdx = % > 0, mais x < 0 sur [—1; Ol.
b) Vrai : croissance de l'intégrale.

c) Vrai : elles different de w - 0.

d) Vrai : si elle ne s’annulait pas, elle garderait un signe constant (TVI) et son intégrale
serait non nulle ; c’est aussi le théoreme de la moyenne, f(c) = 0.

b
[ f=b-af=0=flc =0

Réponse. a) faux - b) vrai - ¢) vrai - d) vrai.

Correction de ’exercice 15 - Synthese : un produit infini

On passe au logarithme :

1 1
P, =% Y In(1+5) = [in@+xdx
k=1

1
— Par parties (ou avec la primitive (1 + x)In (1 + x) — x) : foln(l +x)dx=2In2-1.

— Donc P, » e?n2-1 = % = 1,472.

— Méthode : un produit se transforme en somme par le logarithme, puis la somme en

intégrale par Riemann.

4

Reponse. 3.
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