Chapitre 9 - Intégrale de Riemann 1

Plaquette 5 - Fonctions définies par une intégrale

Intégrale de Riemann — Licence 1 (L1)
Exercices

Méthode

Si f est continue sur un intervalle I et a € I, la fonction F(x) = f Z f(t) dt est la primitive
de f qui s’annule en a : F' = f. Quand les bornes dépendent de x, on écrit
f:((i))f= G(v(x)) — G(u(x)) avec G une primitive, puis on dérive en composée. Ces

fonctions s’étudient comme les autres (variations, limites, développements), méme
quand fn’a pas de primitive explicite. Une équation intégrale se raméne souvent,
en dérivant, a une équation différentielle.

Exercice 1 - Une fonction sans primitive explicite

Soit F(x) = [ )(; et dt. Etudier la parité et les variations de F, puis montrer que F est
majorée sur [0; +o[.

-
-

Exercice 2 - Une fonction constante

2
Pour x > 0, soit G(x) = f XX%. Montrer que G est constante de deux facons.

-
-

Exercice 3 - Une borne au carré

XZ
Soit H(x) = fo sintdt. Calculer H'(x) de deux fagons.

N
-

Exercice 4 - Deux dérivations

Soit f continue et @(x) = [ g (x — t)f(t) dt. Calculer ¢ et ¢”.

-
-

Exercice 5 - Une limite de taux

Déterminer lim, _ o+ fg e’ dt et lim, . % fz sin (t%) dt.

-
-

Exercice 6 - Une équation intégrale

Trouver toutes les fonctions f continues sur R telles que fix) =1 + [ )(; f(t) dt pour tout
X.

-
-

Exercice 7 - Une équation avec une constante cachée

1
Trouver les fonctions f continues sur [0; 1] telles que f(x) = x + x f o tf(t) dt pour tout
x €[0;1].

N
-
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Exercice 8 - Le logarithme par I’'intégrale

On définit L(x) = f : % pour x > 0. Montrer, sans utiliser les propriétés de In, que
L(ab) = L(a) + L(b).

-
-

Exercice 9 - Deux bornes trigonométriques

Soit F(x) = [ ;OHS: N ittz' Calculer F'(x) par la formule des bornes variables, puis vérifier

avec une primitive.

-
-

Exercice 10 - Développement d’une intégrale

Donner le développement limité a I’ordre 5 en 0 de E(x) = f ge‘tz dt.

- J

Exercice 11 - Convexité d’une primitive

Soit F(x) = f(x) In (1 + t%) dt. Etudier la convexité de F et sa position par rapport a sa
tangente en 0.
& J

Exercice 12 - Une intégrale a paramétre

1
Pour a > 0, soit I(a) = fo 2‘_1'_"02. Calculer I(a) et étudier son comportement quand
X

+
a—-0".

Exercice 13 - Une intégrale positive qui s’annule

Soit f continue et positive sur R, et F(x) = fgf(t) dt. Montrer que si F(1) = 0, alors f
est nulle sur [0; 1].

J
Exercice 14 - Vrai ou faux ?

Pour f continue sur R et F(x) = f)(;f(t) dt :

a) F est dérivable et F' = f.
b) Si f est paire, F est paire.
c) Si f est périodique, F est périodique.

) 415 f e = foo.

& J
Exercice 15 - Syntheése : une intégrale entre x et 2x

2% —
Pour x > 0, soit F(x) = fXXeTtdt.

a) Calculer F'(x) et en déduire les variations de F.
b) Montrer que e >*In2 =< F(x) < e XIn2.
¢) En déduire les limites de Fen 0" et en +.

N
-
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