Chapitre 1 - Logique et raisonnement 1

Plaquette 3 - Quantificateurs : traduire, nier, décider

Logique et raisonnement — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Quantificateurs.
non(vVx € E, P(x))  dx € E, nonP(x) non(dx € E, P(x))  Vx € E, nonP(x)

— L’ordre compte : 3y Vx entraine Vx 3y, pas l'inverse.
— V se distribue sur « et », 3 sur « ou » :
Vx, (P(x) et Q(x)) = (Vx, P(x)) et (Vx, Q(x))

— Mais Vx, (P(x) ou Q(x)) n’entraine pas (Vx, P(x)) ou (Vx, Q(x)).
— Unicité : 3! x, P(x) = 3x, (P(x) et Vy, (P(y) =y = X)).

- J

Correction de l'exercice 1 - Traduire des définitions

On écrit les objets dans l'ordre ou on les choisit.

a) Il existe un majorant M valable pour tous les x :
IMeR,VXxeER, f(x) =M

— b)Ix eR, f(x) =0.

—c)VxeR,VyeR, f(x) =f(y) (ou:3Ic €R, Vx € R, f(x) =c).

—d)VvneN, u,=su,4;.

— En a), M est choisi avant x : il ne dépend pas de x. C’est ce qui fait la différence avec
« chaque valeur est finie ».

Réponse. a) IM, Vx, f(x) =M -b) Ix, f(x) =0 - c) Vx,Vy, f(x) = f(y) - d) Vn, u, < up 4.
Correction de l’exercice 2 - Nier ces définitions

On échange les quantificateurs et on nie la propriété finale.
non(dM, Vx, f(x) = M) =VM e R, Ix€R, fix) > M

a) « fn’est pas majorée » : elle dépasse n’'importe quel nombre.

b) Vx € R, f(x) # 0 : « fne s’annule jamais ».

c)Ix € R, dJy € R, f(x) # f(y) : « fprend au moins deux valeurs différentes ».
d)In €N, u, > u,+ : «la suite décroit au moins une fois ». Attention : « non
croissante » ne veut pas dire « décroissante ».

Réponse. a) VM, 3x, f(x) > M -b) Vx, f(x) # 0 -¢c) Ix, Ay, fix) = f(y) -d) In, up, > up 4.

Correction de l'exercice 3 - Vrai ou faux ?

a) Faux : contre-exemple x = % car % < % Eneffet x2—x=x(x—-1) <0 pour 0 < x < 1.
b) Vrai : c’est la négation de a) ; 'exemple x = % convient.

c) Vrai : pour n donné, m = n+ 1 convient (m dépend de n).

d) Faux : sa négation Vm, 3n, m < n est vraie (n = m + 1) ; N n’a pas de plus grand
élément.

non(dAm, Vn, m=n)eVm, dn, n > m
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a) et b) sont la négation I'une de I’'autre : exactement une des deux est vraie ; de méme
pour d) et la négation de d).

Réponse. a) faux - b) vrai - ¢) vrai - d) faux.

Correction de I’exercice 4 - Une racine carrée pour tous ?

a) Faux : pour x = —1, aucun réel y ne vérifie y*> = —1, puisque y? = 0.
b) Vrai : pour x = 0, y = /x convient.
c) Faux : pour x =4, y = 2 et y = —2 conviennent ; 1'unicité échoue (sauf en x = 0).

d) Faux : un méme y devrait vérifier y> = 0 et y? = 1.
Vx=0,3'y€R,, y>*=x (vrai: c'estla définition de JX)
— Le domaine des variables fait partie de I’énoncé : changer R en R, change la valeur de
veérité.
Réponse. a) faux - b) vrai - ¢) faux - d) faux.

Correction de I’exercice 5 - Injectivité

a) VX EE, VX €E, (x # x = f(x) # f(xX)), ou, par contraposée :
Vx €EE, VX €E, (f(x) =f(X)=x=X)
— b)Ix€E,IX €E, f(x) =f(xX) et x #X.
— ¢) Sur R : non, car f(1) = f(—1) = 1 avec 1 # —1 (exemple de la négation).

— Sur R, : oui. Si x2 = x'? avec x, X =0, alors (x —x)(x+x)=0;six+x =0, alors
x =x =0; sinon x = x'.

Réponse. Non injective sur R (f(1) = f(—1)), injective sur R,.
Correction de l’exercice 6 - Surjectivité

a) Définition et négation :
VyeF,Ix€E, f(x) =y dJyeF,Vx€E, fx)#y
— b) fn’est pas surjective : y = —1 n’a pas d’antécédent, car x> = 0 > —1 pour tout x.
— g est surjective : pour y = 0, x = [y vérifie g(x) = y.

— La surjectivité dépend de ’ensemble d’arrivée : méme formule, conclusions
différentes.

Réponse. f non surjective (—1 sans antécédent) ; g surjective.
Correction de l’exercice 7 - Fonction périodique

— Définition : il existe une période strictement positive qui convient partout.
dT>0,VxeR, f(x+T) = f(x)

— Négation : VT > 0, Ix € R, f(x + T) # f(x).

— Pour fix) = x2 : soit T> 0. On prend x = 0 : AT) = T> > 0 = f(0), donc f(0 + T) = f(0).

— La négation est démontrée pour tout T > 0 : f n’est pas périodique.

— Remarque : on a choisi x apres T, ce que permet I’ordre « VT, 3x ».

Réponse. 3T > 0, Vx, fix + T) = fix) ; pour x?, x = 0 contredit toute période.
Correction de I’exercice 8 - Limite infinie

a) On échange les trois quantificateurs et on nie I'inégalité :

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 1 - Logique et raisonnement 3

JAeR, VBeR,Ix=B, f(x) <A

— b) Soit A € R. Si A =0, tout B = 0 convient. Sinon, on pose B = A? . pour x = Az, la
fonction racine étant croissante, /x = \/E =A.

— On a trouvé, pour chaque A, un B qui convient : la limite vaut +c.

— Le B dépend de A : c’est permis par 'ordre « VA, 3B ».

Réponse. a) 3A, VB, Ix =B, f(x) <A -b) B = A? convient.
Correction de I’exercice 9 - Continuité en un point

a) La négation d’'une implication « P = Q » est « P et nonQ » :
e >0,V6>0,3Ix€R, |x—a|=bet|f(x)—fla)] >¢

— b) On prend € = % Soit 6 > 0; on pose x =1 —95i6<1,etx=1 sinon. Dans les deux

2 2
cas [x—1]|=6et0=x<1, donc E(x) =0.
— Alors [E(x) —E(1)]=|0-1]=1> % : la négation est vérifiée, E n’est pas continue en
1.

Réponse. a) 3¢, V6, 3x, [x —a| =6 et [f(x) —fla)| > -Db) e = %

Correction de I'exercice 10 - Pour tout et « ou »

— (A) est vraie : tout entier est pair ou impair.
— (B) est fausse : « tous les entiers sont pairs » est faux (n = 1), « tous sont impairs »
aussi (n = 0).
— On a toujours l'implication :
(Vx, P(x)) ou (Vx, Q(x)) = Vx, (P(x) ou Q(x))

— mais la réciproque est fausse, comme le montre cet exemple. En revanche, « V » se
distribue sur « et » sans probléeme.

Réponse. (A) vraie, (B) fausse : V ne se distribue pas sur « ou ».
Correction de I'exercice 11 - Il existe et « et »

— (A) est fausse : aucun réel n’est a la fois plus grand que 2 et plus petit que 1.

— (B) est vraie : x = 3 convient pour la premiére, x = 0 pour la seconde (deux témoins
différents).

— Implication toujours vraie :
ax, (P(x) et Q(x)) = (3Ix, P(x)) et (Ax, Q(x))
— La réciproque est fausse : dans (B), rien n’oblige les deux témoins a étre le méme x.
En revanche, « 3 » se distribue sur « ou ».

Réponse. (A) faux, (B) vrai ; seul (P et Q) = (3P) et (IQ) est toujours vrai.

Correction de I'exercice 12 - La propriété d’Archimede

— Traduction : « aussi petit que soit le nombre positif €, on peut trouver un entier n dont
I'inverse est plus petit que ¢ ».

— Démonstration : soit € > 0. On choisit un entier n > % (par exemple n = L%J + 1).

Alors, commen>0ete>0:

n>%a1<ne=%<a
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— L’entier n dépend de ¢ : pour € = 0,01, il faut n = 101.
— Cet énoncé dit que % devient aussi petit qu’on veut : c’est le coeur de lim% = 0.

Réponse. n =|1/¢] + 1 convient.
Correction de I’exercice 13 - Ecrire 'unicité

— Existence et unicité :
IxeR, (e¥X=2etVyeR, (e¥y=2=y=x))

— Existence : x = In2 vérifie e!"? = 2.

— Unicité : si e¥ = 2 = e*, alors y = x, car ’exponentielle est strictement croissante donc
injective.

— Schéma général : on exhibe une solution, puis on montre que deux solutions sont
forcément égales.

Réponse. Ix, (e*=2etVy, e¥=2=y=x); x=1n2.
Correction de l’exercice 14 - Quantificateurs cachés

L’article « un » cache souvent un « pour tout » (regle générale) ou un « il existe »
(possibilité).
a) Vp premier, p est impair : faux, p = 2 est premier et pair.
b) Vx € R, x? = 0 : vrai.
c) « peut » signale un « il existe » :
3f dérivable sur R, fn'est pas monotone sur R

— Vrai : f(x) = x? décroit sur R_ et croit sur R,.
— Avant de démontrer, il faut toujours savoir si I’on doit prouver un « pour tout » ou
exhiber un exemple.

Réponse. a) faux (2) - b) vrai - c¢) vrai (x?).
Correction de I’exercice 15 - Synthese : fonctions bornées

a) Définition et négation :
IMeR, Vx€R, [f(x)) =M VMEeR,IxeR, [f(X)|>M

— b) M =1 convient pour sin. Pour f(x) = x : soit M ; x = |M| + 1 vérifie |[f(x)] > M ; la
négation est vraie.

— c¢) Non : cet énoncé est vrai pour toute fonction (prendre M = |f(x)|, qui dépend de x),
y compris x ~ X.

— Echanger « 3M » et « ¥x » a vidé la définition de son sens : le majorant doit étre choisi
avant x.

Réponse. a) IM, Vx, |f(x)| =M -b)M =1; x=|M|+ 1 - c) non, il est toujours vrai.
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