Chapitre 1 - Logique et raisonnement 1

Plaquette 4 - Récurrences : simple, forte, double et pieges

Logique et raisonnement — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Principe de récurrence.
(P(ng) et Vn = ng, (P(n) = P(n+ 1))) =Vn = ng, P(n)

— Double : P(ng) et P(ng + 1), puis (P(n) et P(n + 1)) = P(n + 2).

— Forte : P(ny), puis (Vk € [[ng; nll, P(k)) = P(n+1).

— Piéges : oublier I'initialisation ; une hérédité qui ne marche pas pour le plus petit
rang ; utiliser P(n + 1) pour prouver P(n + 1).

. n +1 n n+l_q
— Sommes utiles : >, _ k= % etpourq=1,>, _,q"= qu.

S J
Correction de I’exercice 1 - La somme des impairs
SoitP(n) : « 1+3+...+(2n—1)=n?».
— Initialisation : pour n = 1, la somme vaut 1 = 12,
— Hérédité : soit n = 1 tel que P(n). Alors

n+1

S 2k-1)=n2+Qn+1)-1)=n?+2n+1=(n+1)*

K=1
— donc P(n + 1) est vraie.
— Conclusion : P(n) est vraie pour tout n = 1.
— Controle: 1+3+5+7 =16 = 4%
Réponse. n? +2n+1 = (n+ 1)*
Correction de I'exercice 2 - La somme géométrique
— Initialisation (n = 0) : la somme vaut q0 =1et Z: 1 =1.
— Hérédité : sila formule est vraie au rang n,

nil . qn+1_1 Lt o qn+1_ 1 +qn+2_qn+1 3 qn+2_ 1
T="4¢9=-1 T = —1 T g-1
K=0 q q q
— C’est la formule au rang n + 1.
— Application: 1 +2+4+...+2%=2"—-1=2047.
— Autre preuve, sans récurrence : (q—1)(1+qg+...+q") =q"*! -1 (somme
télescopique).
qn +2 _ 1

Réponse. Mise au méme dénominateur : =1

Correction de l’exercice 3 - Une divisibilite

Soit P(n) : « il existe k € N tel que 4" — 1 = 3k ».

— TInitialisation:4°-1=0=3x0.
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Chapitre 1 - Logique et raisonnement 2

— Hérédité : si 4" — 1 = 3k, alors

4" -1 =4x4"-1=44"-1)+3 =34k +1)
— donc 4""! — 1 est divisible par 3.
— Autre méthode : 4 =1 (mod 3),donc4"=1et4"—1=0 (mod 3).
— Contréle : 4° =1 = 63 = 3 x 21.
Réponse. 4" "1 -1 =4(4"-1) + 3.

Correction de I'’exercice 4 - L’inégalité de Bernoulli

— Initialisation : (1 +x)°=1=1+0.
— Hérédité : supposons (1 +x)" =1 + nx. Comme 1 + x = 0, on peut multiplier I'inégalité
par 1 + x sans changer son sens :
A+0)" " 2@ +x00+m)=1+0m+Dx+nx2=1+ 1+ 1)x

— car nx? = 0.

— L’hypothese x = —1 sert exactement a cette multiplication : c’est I’endroit a signaler

dans la rédaction.

100~ 1+100%0,01 =2.

Réponse. On multiplie par 1 + x = 0, puis nx? = 0.

— Application : 1,01

Correction de l’exercice 5 - Factorielle et puissances de 2

— Initialisation : 1! = 1 = 2°.

— Hérédité : soitn = 1 tel que n! = 2n 1 Alors, commen+1=2:
m+1)!=(n+1)xn =2x2""1=2"

— La propriété est vraie au rang n + 1, donc pour tout n = 1.

— Contrdle : 5! = 120 = 2* = 16. La factorielle croit bien plus vite que 2"~ ' V'écart
devient énorme (10! = 3628 800 contre 512).

Réponse. (n+1)! =2x2" 'carn+1=2.
Correction de I'exercice 6 - Une suite récurrente bornée

SoitP(n) : « 0 =su,<up;1 <2 ».

— Initialisation : uy =0, u; =V2 = 1,41 ;onabien 0 <0 <2 < 2.
— Heérédité : supposons 0 < u, < u,+1 < 2. On ajoute 2, puis on applique la racine
carrée, croissante sur R, :

2<24u,<24upr1<4=2 <uU ;1 =<Uyip=<2
—doncO0=su,;1<up4p=<2:cestP(n+1).

— Conséquence : la suite est croissante et majorée par 2, donc elle converge (sa limite
est 2).

Réponse. On compose 1’encadrement par la fonction croissante t — 2 +t.
Correction de l’exercice 7 - Un diviseur premier

Soit P(n) : « n admet un diviseur premier ».

— Initialisation : 2 est premier, il est son propre diviseur premier.
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— Heérédité forte : soit n = 2 ; on suppose P(k) pour tout k € [2; n]l. Deux cas pour n + 1

— sin+ 1 est premier, il est son propre diviseur premier ;

— sinon n+ 1 =ab avec 2 < a < n ; par hypothese, a a un diviseur premier p, qui divise
aussin+ 1.

plaetaln+1=p|n+1

— Une récurrence simple ne suffirait pas : le diviseur a n’est pas forcément n.

Réponse. Si n + 1 = ab, le diviseur premier de a (hypothese forte) divise n + 1.
Correction de I’exercice 8 - Des timbres de 3 et 5 centimes

On utilise une récurrence forte avec trois initialisations, car I’hérédité recule de 3.
— Initialisations : 8=3+5;9=3x3;10=5x 2.

— Heérédité : soit n = 10, et supposons la propriété vraie pour tous les entiers de 8 a n.
Alorsn+1—-3=n—-2 = 8s’écrit 3a + 5b, et

n+1=3@+1)+5b

— La propriété est donc vraie pour tout n = 8.

— Le seuil est optimal : 7 ne s’écrit pas 3a + 5b (on essaie b = 0 : 7 n’est pas multiple de
3;b=1:2non plus).

Réponse. Trois initialisations (8, 9, 10), puis on ajoute un timbre de 3 a n — 2.
Correction de I'exercice 9 - La somme des nombres de Fibonacci

— Initialisation (n = 0) : la somme vaut Fp=0,etF,—1=1-1=0.
— Hérédité : si la formule est vraie au rang n,
n+1

2 Fr=Fni2—-1+F,41=F.3—1
K=0

— par définition de la suite.

— Une récurrence simple suffit ici : la relation de Fibonacci n’est utilisée qu’une fois, sur
des termes déja définis.

— Controle: 0+1+1+2+3+5=12=F;,—-1=13-1.
Réponse. F, . ,—1+F,,1=F,,3—1.

Correction de I'exercice 10 - Une récurrence double

—u;=9-4=5,u3=15-6=9, u, =27-10 = 17. Conjecture : u, = 2" + 1.
— Initialisations : up =2 = 2%+ 1 et u;=3= 21+ 1.
— Hérédité double :siu,=2"+1etu,,q = 2"+l

Uy =3R2" T +1)—202"+1)=6x%x2"-2x2"+1=2""241

+ 1, alors

— Deux initialisations sont indispensables : la relation fait intervenir deux termes
précédents.

Réponse. u, = 2" + 1 (récurrence double).
Correction de l'exercice 11 - Dérivées successives

— Initialisation : fo)(x) = f(x) = (x + 0) e~.
— Heérédité : si f(")(x) = (x + n) e, on dérive ce produit :
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A1) =1 xeX+ (x+n)e*=x+n+1)e
— La formule est vraie au rang n + 1.
— Application :f(lo)(O) =10.

— On aurait aussi pu utiliser la formule de Leibniz : seules les dérivées d’ordre 0 et 1 de
x sont non nulles.

Réponse. ((x + n)eX) = (x+n + 1)ex.
Correction de I'exercice 12 - Tous les chevaux de la méme couleur

L’initialisation est juste ; I’erreur est dans I'hérédité, qui doit valoir pour tout n = 1.

— Pourn =1 :on a 2 chevaux. Les « n premiers » sont le cheval 1, les « n derniers » le
cheval 2 : les deux groupes n’ont aucun cheval en commun.

{1}n{2}=0

— L’implication P(1) = P(2) n’est donc pas démontrée (et elle est fausse).
— Pour n = 2, 'argument marcherait ; mais la chaine est cassée dés le premier maillon.
— Lecon : vérifier que I'hérédité fonctionne des le rang d’initialisation.

Réponse. L’'hérédité échoue den =1 an = 2 : les deux groupes ne se chevauchent pas.
Correction de I’exercice 13 - Hérédité sans initialisation

a) Si4" + 1 = 3k, alors
A"l 41 =404"+1)-3=304k—-1)

— L’hérédité est donc vraie.

— b) Mais P(0) : 4%+ 1 = 2, non divisible par 3. En fait P(n) est fausse pour tout n :
d’aprés l’exercice sur4"—1,ona4"+1 = (4" — 1) + 2, dont le reste dans la division
par 3 vaut 2.

— Une hérédité seule ne prouve rien : sans initialisation, la « chaine » ne démarre
jamais.

Réponse. a) oui - b) non : faux des n = 0, et en fait pour tout n.
Correction de l'exercice 14 - Le nombre de parties

Soit P(n) : « tout ensemble a n éléments a 2" parties ».

— Initialisation : I'’ensemble vide n’a qu’une partie, lui-méme : 1 = 2°.

— Hérédité : soit Ean+ 1 éléments, a € E, et E'=E \ {a} (n éléments). Une partie de E
soit ne contient pas a (c’est une partie de E’), soit contient a (c’est {a} réuni a une
partie de E’). Par hypothése, il y en a 2" de chaque sorte :

2n + 2n — 2n+1
— Controle : {1,2} a4 parties: @, {1}, {2}, {1,2}.

Réponse. On sépare les parties contenant a de celles qui ne le contiennent pas.
Correction de I’exercice 15 - Synthese : conjecturer puis démontrer

a)u;=6—0=6;u;=12—-1=11; uz =22 -2 = 20. La formule donne 4 + 2 = 6,
8+3=11,16+4 = 20.
b) Initialisation : up =3 = 21 + 0 + 1. Hérédité : si u, =2

Upr1 =2QR" 4+ —n=2""+n+2=20"""" 1 (n+1)+1

ntling1,
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+1 +1 .

—cu,=2"""et2""" > 4+ : par comparaison, u, — +o.

— Une formule conjecturée sur quelques termes n’est pas démontrée : la récurrence est
indispensable.

Réponse. a) 6, 11, 20 - b) récurrence - c) +».
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