Chapitre 11 - Nombres complexes 1

Plaquette 2 - Trigonométrie par I’exponentielle complexe

Nombres complexes — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Les trois formules de base.
0 _ o=if

i0 e
21

= cosO +isinf cosO = sin@ =

0 4 o—i0
- e’ te
2

(cosO +isin0)" = cos (nO) + isin (nB) (Moivre)

Technique de 1’angle moitié (a connaitre par coeur) :

el + e’ = 2 cos ia _ glb = Djsin

a;bei(a+b)/2 -

a-—b>b Lia+b)/2
£="e
2
— Linéariser cos”0sin’0 : remplacer par Euler, développer par le binéme,
regrouper les termes conjugués e + e 7*¢ = 2 cos (k6).

— Développer cos (nf) : partie réelle de (cos8 + isin )" développé par le bindme.
n+1

1-¢q

i ; on factorise numérateur

— Somme géométrique : pour q # 1, EZ 0 q =
et dénominateur par 1’angle moitié.

— Intégrales : pour k € Z, f(z)neike dO = 2m si k = 0, et 0 sinon.

— Racines de I'unité : v = e?™/"vérifie l +w+...+w" ' =0et
X1 =[], (X — .

— Forme amplitude-phase : acosx + bsinx = Rcos(x — @) avec R = Ja? + b’ et

a +ib = Re'?.
g J

Correction de I'exercice 1 - Linéariser un cube

a) On part de la formule d’Euler et on développe par le binbme de Newton,
(u+v)® =ud+3u?v+3uv? +v3, avec u = e et v = e (on remarque que uv = 1) :
. 33
i6 —if . . . .
(e +e ) 9316 + 3e19 + 3e—19 + e—319

39 _ _
cos°0 = 3 = 8

— On regroupe les termes conjugués : e3¢ + e 739 = 2 cos 30 et 3(e19 + e‘ig) = 6cos0.

— D’ou cos3g = 2€0s30 +6cos6 _ cos360 + 3cosO
8 4 ’
— Contréleen0=0:1=1%3 , . eng=2.9=0+0,
4 2 4
b) Méme méthode, avec (21)3 = —8i au dénominateur et des signes alternés :
0 _ -0\ . . . .
sin39 _ (e - e. ) _ @30 _ 3610 4 Be—19 — g—3i0
—8i —-8i
— On regroupe : €39 —e=319 = 2isin 30 et —3<e19 - e_w) = —6isin®.
_ D'ou sin3g = 2isin36 — 6isinf _ 3sinf — sin 36
—8i 4 )
— Contr61een6=%: 1 =# v
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Chapitre 11 - Nombres complexes

c) La linéarisation rend l'intégrale immédiate, car on sait primitiver cos (k0) :

m/2

/2 .
I= %fo (cos 36 + 3cosB)do = %[M+381n0}

3 0

— En % : Sin% =-1et sin% = 1, donc le crochet vaut —% +3= % ; en 0 il vaut 0.
Donc I 1 X 3 3
— Pour J, le changement de variable 6 = % — t échange sin et cos sur [0 ; %} donc
_7=2 1 cos 30 ”’2_1( (- ;))_z
J=1= 3 (on le retrouve avec b) : 4[ 3cosfO + 3 }0 =7 0 3+ 3 = 3).
— Piege : ne pas écrire sin® au dénominateur 8 ; c’est (21)3 = —8i, et oublier le i donne

un résultat imaginaire, signe d’une erreur.

Réponse. cos?0 = cos30 . 30050 gin®g = w I=]= %

Correction de I’exercice 2 - Puissance quatrieme et produit

a) Binéme a 'ordre 4 (coefficients 1,4, 6,4, 1), avec ePe 9 =1 .

costg = €0 +4e*®+6+4e %+ e _ 2c05460 +8c0520 + 6
16 16
— Soit costg = €0s46 +4cos260 +3
) .
— Contréleen6=0:%=1 /;en9=%:%=0/
2i0 -2i6
b) Premiere méthode. sin0cosf = % (produit des deux formules d’Euler), puis
on éléve au carré, avec (41)2 =-16:
.2 2_€ ¥ —_24e%% 2 _2cos40 _ 1 —cos46
sin“fcos“0 = ~16 = 16 = 3
)
Seconde méthode. sin®6 cos?0 = % et, par la formule sin’u = % avec

v Les deux méthodes concordent.

u = 26, on retrouve %

. II
c) On intégre terme a terme. Sur [0; 1], fgcos (20)dO = [%} = 0 et de méme pour

0
cos 40 :

T4 _1 — 3o
focos 9d9—8(0+0+311)— 5

2

— Sur [0; 2m], I'intégrale de cos 48 est nulle, d’ou fOHsin2900529d9 = 2?17 = %

— Contréle de vraisemblance : cos* est compris entre 0 et 1 et sa valeur moyenne sur
[0; ] vaut % inférieure a la valeur moyenne % de cos? : c’est cohérent, puisque

cos? < cos?.
— A retenir : seul le terme constant de la linéarisation survit a I'intégration sur une
période entiere.

cos46 +4cos20+ 3
8

Réponse. cos*0 = ; sin?6 cos?g = 1=Ccos40

. inté 30 o+ IT
; intégrales 5 et i

Correction de I'’exercice 3 - Développer cos 50

a) Notons ¢ = cos O et s = sinf. D’apres Moivre et le binome :

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 11 - Nombres complexes 3

cos 36 +isin30 = (c +is)> = ¢3 + 3ic%s — 3¢s? — is3

— Partie réelle : cos360 = ¢3 — 3c¢s? = ¢3 - 3¢(1 — ¢?) = 4¢3 - 3c.
— Partie imaginaire : sin30 = 3c%s — s3 = 3(1 — 5%)s — s3 = 35 — 453,
— On utilise a chaque fois ¢? + s? = 1 pour n’avoir qu’une seule fonction.

b) Le binome a I’ordre 5 a pour coefficients 1,5,10, 10,5, 1 ; seules les puissances paires
de is sont réelles (i2 = -1, it = 1) :

cos 56 = Re(c +is)° = ¢® — 10¢3s2 + 5¢st

— Onremplaces?=1-c?ets*=(1-c?)*=1-2c2+c*
— ¢®>=10c3+10c® + 5¢ —10c3 + 5¢° = 16¢° — 20c¢3 + 5c.
— Donc cos50 = 16¢® — 20¢3 + 5¢. Controleen 6 =0:16—-20+5=1 v

c) Pour 6 = 10, ona 50 = 127 donc cos50 =0 :

c(16¢* —20c*+5) =0
— Commec—cosﬁ>0 c’est 16¢% — 20c2 +5 = 0 : ¢ est racine de 16X* — 20X? + 5.

— OnposeY=c?: 16Y* — 20Y + 5 = 0, de discriminant 400 — 320 = 80, d’ou

v=20£4/5 _5+£/5
32 8

=l.0r5_‘/§z035<1

_ i i < 2 1
Choix de la racine : 10 4 donc c¢? > cos A= 3 , > et
%~090 On garde 2=5+‘/_.

— Conclusion : cos E = |2 ':3‘/3 = 0,951 (la calculatrice donne 0,9511 v).

— Meéthode : I'autre racine positive, \/ S 8\/_ =~ 0,588, est cos :1)’16' elle vérifie aussi
cos 560 = 0. Toujours justifier le tri des racines par un encadrement.

Réponse. cos 30 = 4¢3 — 3¢, sin 30 = 3s — 4s3, cos 50 = 16¢° — 20c¢? + 5c, cos {5 = 5 %B i

Correction de l’exercice 4 - Le pentagone régulier

a) w# 1 et w® =e?”=1. La somme géométrique de raison w donne :

14w+ w?+ w+w? 11__ 11:1—0
b) Comme |w| =1, ona w?=w™! =@ et w3 = @". Donc :
—u—w+w—2Rew—ZCoszé7
—v=w+w —200345H
— Somme : U+ V=w+ w?+ w3+ w*= -1 dapres a).
— Produit : uv = w’ + w* + w® + w’. Avec w® =1, w® = w et w’ = w?, donc
uw=w+w+w+w=-1.

c) u et v ont pour somme —1 et pour produit —1 : ce sont les racines de
X*—u+vX+u=X"+X-1

1405 o =115

— Les racines sont 5
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— Attribution : 2I ¢ ]O; H[ donc u = 2 cos 2Z > 0 ; c’est la racine positive.

5 2 5

— Donc coszTH = ‘/34 =~ 0,309 et cos 457 # ~ —0,809.

_ 4 _ 221 6-2/5 . _6-2/5-8_-1-/5
Controle : cos == 5 2 cos = —-1=2x 6 -1= 5 = a v

— Conséquence géométrique : le c6té du pentagone inscrit dans le cercle unité vaut
|1 —w| =2 s1n§ et 1 +2\/7 le nombre d’or, apparait comme —2 cos 4;7 c’est le
rapport diagonale / c6té du pentagone.

Réponse. u+v=uv=-1; cos%H = 54_ 1 et cos‘%H =-1 -Zﬁ_

Correction de l’exercice 5 - Somme de cosinus en progression

Kk
a) Par la formule de Moivre, cos (k) + isin (kO) = <e19> . Donc C,, +iS,, est une somme
géométrique de raison q = e, et ¢ # 1 car 6 ¢ 207 :

n .
. . _ Ain+1)6
CotiS,= > et0=l=-€e "=
k=0 1-¢e!

b) On factorise chaque terme par I’exponentielle de I’angle moitié, ce qui fait apparaitre
un sinus :

1 —ein+ Do ei(n+1)9/2<e—i(n+1)0/2 _ ei(n+1)e/2> — —2isin

(n+1)0 it +1)0/2 .
2 7

— de méme 1 —e'? = —Zisingeig/z, non nul car g ¢ nZ.
— Le quotient se simplifie (—2i disparait, les exponentielles se divisent) :
. (n+1)6
sin ——-—_
Cp+iSy = ———5—e/?
sin =
— Le facteur devant l’exponentielle est réel : on prend parties réelle et imaginaire.
(n+1)6 (n+1)0
cos 10 gjp 11+ 1)0 sin 10 gin N+ 1Y
— 2 2 _ 2 2
Cn= 0 ’ Sn = 0
sin > sinz

c) Si 6 € 2nZ, chaque cos (kO) vaut 1 et chaque sin(kf) vaut0:C,=n+1etS,=0. La
figure montre ce pic de hauteur n+1 = 6 pour n = 5.

— Vérification pourn =2, 0 = & : directement, C,=1+0-1=0etS;,=0+14+0=1.

2
sin sm%TH 1 x V2
— Par les formules : cosZ =0 donne C, =0 v, et S, = — = 2 =1v
2 Sin = 2
4 2
— Piege : ne pas prendre la partie réelle du numérateur et du dénominateur

séparément : Re% # E:g. C’est précisément pour cela qu’on factorise d’abord.
Réponse. C, = cos(n9/283§1(ré(/(;1)+ 1)0/2) .S, = s1n(n0/28)usll(ré(/(g)+ 1)0/2) ;C,=n+1,S,=0si

0 € 2nZ.
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Correction de l’exercice 6 - Somme avec coefficients binomiaux

ok
a) Par Moivre, cos (k0) + isin (k) = (ele) . La formule du bindéme, (1 +x)" = 2: -0 (Z)Xk

avec x = e'?, donne :
n

Ap+iBy= > (”)eik@ = (1+e?)"

K=0\K

b) Angle moitié : 1 + el = eie/2<e_i(9/2 + eie/z) =2 Cosgew/z. On éléve a la puissance n :
A, +iB, = 2"cos”gei”9/2

— Le facteur 2" cos™ 2 est réel, donc :

2
— nn n6 Tl_@ —n n6 ﬁ
— A, =2 cos 2003 2 et B, =2 cos 2sm R

— Controle6=0:A,=2"= E(Z) v (somme des coefficients binomiaux) et B, =0 v

c) Directement, les cosinus de 0, Z, 7, 3 277 valent 1,0, —1,0, 1 :

2772
— (4>—<4>+<4>=1—6+1=—4.
0 2 4
— Par la formule, 9—5 2 cos4Zcos1:r— 16 x 411 x (-=1) = =4 v (car

4
COS4% = <g> = %).

— Remarque : le module de 1 + e est 2‘ 0 . si 0

5 :sicosz < 0, I’écriture de b)
n’est pas une forme exponentielle (module négatif), mais le calcul des parties réelle et
imaginaire reste juste, car il ne demande qu'un facteur réel.

Réponse. A, = 2"cos”—cos— B,= 2"cos”Qsm— pourn=4etf=1:-4.

Correction de l'exercice 7 - Forme amplitude-phase

a) [/3+i|=V3+1=2et/3 +i= 2<§+%1> = 2e!1/6,
b) On développe R cos (x — @) par la formule d’addition :
Rcos(x — @) = Rcos@cosx + Rsin@sinx
— Identifier avec J3 cosx + sinx demande Rcos @ = /3 et Rsing = 1, c’est-a-dire
Re'? =3 +i.

— D’aprésa) : R=2et @=L Donc /3 cosx + sinx = 2 cos (x— Q).

6° 6
)4 . . o\ _ V2 _ I _ _

c) L’equation devient cos (x — E) =5 = cos g Or cosA =cosBe A = =B [2n] :
_ o_on — oI

X — 6 4 + 2km donne x = o + 2Kz ;
_ o _ = I

X — 6= "4 I 4 2kir donne x = 17 + 2kim.
_ . .y = oI _ _ I _ 23m

Dans [0; 2] : x 12 et x 12 + 2 = 1
— Vérification en ?127 2 COS% =2 v Les deux points sont symétriques par rapport a

la droite d’angle & 6 sur le cercle.
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Chapitre 11 - Nombres complexes 6

d) Comme cos prend toutes les valeurs de [—1; 1], la fonction varie entre —2 et 2 :

— maximum 2 quand x — £ € 2117, soit x = &£ + 2k ;

6 6
— minimum -2 quand x = % + o+ 2kn= %T + 2kiI.

— Interprétation : en physique, R =\a? + b? est I’amplitude du signal et ¢ son
déphasage ; ’amplitude n’est jamais a + b (3 + 1 = 2,73 serait faux).

23

Réponse. /3 cosx + sinx = 2 cos (x - ﬂ) ; solutions % et 2L ;

5 + o ot 70
6 extrémes *2 en 6 et 3

(modulo 2m).
Correction de l'’exercice 8 - Superposition de signaux
a) el%el!t = i@+ d) = cos (wt + a) + isin (wt + a). En multipliant par le réel A et en prenant
la partie réelle :
Acos (wt + @) = Re (Aei“ ei“’t)

— La partie réelle est additiye : Re(z;) + Re(z;) = Re(z1 + z,). Donc la somme de deux
signaux est Re((Z 1+ Zz)el‘*’t) : son amplitude complexe est Z; + Z,.

b) Les amplitudes complexes sont Z; = 2 et Z, = 2e?"/3 = 2<—% + g1> =-1+1i/3.

U=Z,+2Z,=1+1i/3 =2e"/3

— Donc u(t) = 2cos (wt + %) : ’amplitude reste 2 et la phase est la moyenne des deux

phases.
— Autre méthode (angle moitié) : Z; + Z, = 2(1 + e2m/3) =2 X 2COS%em/3 = 2el/3 v
— Géomeétrie (figure) : le parallélogramme construit sur deux vecteurs de longueur 2

faisant un angle de 120° est un losange formé de deux triangles équilatéraux ; sa
diagonale mesure donc 2.

¢) L’amplitude complexe de la somme est 1 + e27/3 4 g47/3 = 1 4 j + j%, avec j = e21/3,
3
— C’est la somme des trois racines cubiques de l'unité, nulle car 1 +j +j2 = 11 —Jj =0.

— Le signal somme a une amplitude complexe nulle : il est identiquement nul.

— Sens physique : dans un réseau triphasé équilibré, le fil neutre ne transporte aucun
courant.

Réponse. u(t) = 2 cos (wt + %) ; la somme triphasée est nulle car 1 +j +j2 = 0.

Correction de l’exercice 9 - Equation trigonométrique
a) On part de e'? + e'” et on factorise par ’exponentielle de la demi-somme :

: : at+b ) _sa=>b —_ a+b
e1“+elb=elT(elT+e %3 >=ZCos‘12be1 2

— La partie réelle du membre de gauche est cosa + cosb ; celle du membre de droite est
a—>b a+b

2 Ccos 5 cos 5 (le premier facteur est réel). D’ou la formule.

b) On regroupe les termes extrémes, a = 3x et b = x : cos 3x + cosSX = 2 COS 2X COS X.
Donc :

cosXx + cos2x + cos3x = 2cos2xcosx + cos2x = cos2x(2cosx+ 1)

— Controle en x = 0 : gauche 3, droite 1 x3 =3 v
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c) Un produit est nul si et seulement si I'un des facteurs I'est.

—cost=0=>2x—2 1

— 2cosx+1=0ecosx=—1 20

2 3

+k1:r=>x—£+k2ﬂ,k€Z

=Ccos&l o x = +2H+2k1'.r

3

— Ensemble des solutions : <% + k—H> U <2—H + 2k11> U <—2—H + 2k11>, k € Z.

Dans [0; 2] : Z 3n 5o 7m

(sommets d’un carré) et £+

2m A1 . giv solutions.

47 4’4 3’3
o s e . _ 2H 1 4_H = _l —_ l =
Veérification en x = STy + cos 3 + cos2m ) +1=0v

Méthode : regrouper les termes symétriques autour du terme central (x et 3x autour

de 2x) fait apparaitre le facteur commun.

—+kHO'L1X=+2—H

Réponse. x = 4 5 =

+ 2KkiT ;

six solutions dans [0; 2m].

21 1
33 I
4 4
0] I
foleg Wiis
440 4
3 [

Les six solutions de (E) dans [0; 2m].

Correction de I’exercice 10 - Produit de sinus

a) Les n nombres w* (0 < k = n — 1) sont distincts (arguments <>+ 2kﬂ distincts dans
[0; 2m[) et sont racines de X" — 1. Un polynéme unitaire de degre n ayant n racines

distinctes est le produit des X — racine :

n—1
X"-1= X - w*
11 (x- ")
+X”_1). Le facteur k = 0 est X — 1 ; comme

— Parailleurs X" -1 = (X — 1)(1 +X+ ...

C[X] est integre, on simplifie par X — 1 :

— I (X" =1+ X+ +x"!

b) On évalueen X =1 :
Hz;i(l —wk) =n.

c) Angle moitié :

1 —ela = eia/Z(e—ia/Z _

a

le membre de droite vaut 1 + 1 + ...

+ 1 =n (n termes). Donc

eia/2) — _21511,1 2 1a/2

— Donc |1 - ei“| = Z‘Sin ‘ =2 smi car 5 € [0; ] ou le sinus est positif.
— On passe au module dans b) : H: 2 sin XL k” =n, avec a = Zk—ﬂ € [0;2m].
ko _ _n

— Ilyan—1 facteurs 2, dou]_[k_lsm

2n—1'
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d) Pourn=3:sm—31n =5 > 4 2

3 ?
_ I i I gin O gip 20 g 5 = 1, V3 B3,1_3_6
Pourn=6: 51n6sm331n251n351n6—2x2x1><2><2_16_25/

— Géomeétrie : |1 — wX| est la longueur de la corde joignant 1 & w*. Pour I’hexagone : 1,
J3, 2,3, 1, dont le produit vaut 1 X3 x 2 xJ3 x 1 =6 v Le produit des distances
d’un sommet d’'un n-gone régulier inscrit dans le cercle unité aux autres sommets vaut
n.

, -1 -1 .
Réponse. H:=1(1 —wk) = netHZ=lsmk_H =_n

noT on-t
Correction de I’exercice 11 - Polynomes de Tchebychev

a) Avec cosu = Reel” :

eil@+b) 4 gila=—b) — eia(eib + e—ib) = 2 cosbel?

— Parties réelles : cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosbcosa.

b) Récurrence double : on démontre P(n) : « T,(cos8) = cos (nf) pour tout 6 » et on
suppose P(n — 1) et P(n) vraies.
— Initialisation : Ty(cos0) =1 = cos0 et T;(cosO) = cosB : P(0) et P(1) sont vraies.
— Hérédité : soit n = 1 tel que P(n — 1) et P(n). Par définition puis par a) avec a = n6,
b=6:
T,+1(cosB) = 2cosBcos(nB) —cos((n—1)0) =cos((n+1)0)

— Conclusion : P(n) est vraie pour tout n € N. Une récurrence simple ne suffirait pas :
la relation fait intervenir deux rangs précédents.

c) On applique la relation de récurrence :

— T,=2X-X—1=2X*—-1 (on retrouve cos 260 = 2cos?6 — 1) ;

— T3 =2X(2X%*-1) - X = 4X° - 3X, identique & cos 36 = 4¢3 - 3¢ v ;
— T,=2X(4X>-3X)- (2x*-1)=8Xx*-8X*+1.

_ Contrale;T4(1)=8—8+1=1=cosO/,-T4(0)=1=cos(4-g) v

Ck+ 1)

d) T,(cosB) =0 =cos(nd) =0 =nb =& + kiz. Pour 6 € 10; [, on obtient 6, = o

2
avecO0<k=n-1.

— Les xix = cos 0, sont distincts, car cos est strictement décroissante sur [0; 7], et
appartiennenta ] — 1; 1[ car 6y € ]0; mf.
— On a trouvé n racines distinctes d’un polynéme de degré n (le coefficient dominant

-1 . s . .
2" 7" se voit par récurrence) : ce sont toutes les racines, et elles sont simples.

— Pourn=4:cos, cos 3, cos2X cos I, soit environ £0,924 et +0,383, les points

8’ 8"’ 8’ 8’
marqués sur la figure.
Réponse. T, = 2X% -1, T3 = 4X° - 3X, T, = 8x* — 8X*+ 1 ; racines de T, : cos w
O<sk=n-1.

Correction de l'exercice 12 - Formule de tan 30

. i0
a) cosO(1 +itanB) = cosO +isind = e?, donc 1 + it = C((?)SQ' Par Moivre :
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3i0

(1+it)3=_€ - c0s36 +1isin36
cos30 cos36
b) On développe le membre de gauche par le binéme (i* = -1, i* = —i) :

— 1+iD*=1+3it-3t>—it® = (1 - 3t3) +i3t - t%).
— Identification des parties réelles et imaginaires (le facteur

cos 30 = cos30 (1 — 3t%) et sin 36 = cos36 (3t — t2).
— Comme cos30#0,onal- 3t2 =0 et, en divisant :

1
cos

est réel) :

30

_ sin36 _ 3t—t>
tan 30 = 0530 1372

— 0 -0 =1L Ir_q. =2 - = 3t—t3z0’785= v
Controle : 0 15 donne tan4 1;avect=2-/3 = 0,268, L 32 0.785 1
=IO, .5 _ I o_1 —tan Z .
c) Pour 6 = 9 .cos9 # 0 et 30 3,(:033 5 # 0. Donc avec t tan9 :
3t—t2 =tanZ =/3
1-3t 3
— On chasse le dénominateur : 3t — t> = /3 — 3/3t?, soit t> — 3/3t? — 3t +/3 = 0.
— Donc tan% est racine de P. Controle numérique : t = 0,36397 donne
P(t) = 0,0482 - 0,6883 —1,0919+1,7321 =0 v
— Remarque : les deux autres racines de P sont tanl%H et tan 79—H qui vérifient aussi
tan 30 = 3.
Réponse. tan 360 = 13’5_7_3’;32 ; tan T est racine de X3 -3/3X%-3X +/3.
Correction de l'exercice 13 - Formules de Machin
Rappel utile : un complexe a + ib avec a > 0 a pour argument principal est
arctan% € }—% ; %[ Et I’argument d’un produit est la somme des arguments modulo 21
arg(zz’) = argz +argz’ (mod 2m)
a) 2+i)B3+1)=6+2i+3i+ i2=5+ 5i, d’argument %
_ 1 1l_n
Donc arctan 5 + arctan 351 [2m].
— Encadrement : chaque arctan est dans }0 ; %[ (car % <1et % < 1), donc la somme
est dans }O; %[ intervalle de longueur < 21 qui ne contient qu’un réel congru a % : %

lui-méme. L’égalité est exacte.
b) (5+i)°=25+10i—1 =24 + 10i, puis (24 + 10i)* = 576 + 480i — 100 = 476 + 480i.
— (476 +480i1)(239 —1i) =476 x 239 — 4761+ 480 x 2391 + 480.
— Partie réelle : 113764 + 480 = 114 244 ; partie imaginaire : 114720 — 476 = 114 244.
(5+1)*239 —i) = 114244(1 +1)

c) Les arguments : arg (5 +1) = arctanl etarg(239 —1i) = — arctanL Donc

5 239°
1 1

_ 4 _ _1 = V) = I
4 arctan 5 arctan 539 = arg(114244(1 +1)) 4 [2m].
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_ 1 1 1 o
Encadrement : 0 < arctan 5 <= 1 I donne 0 < 4 arctan 5 <1, et 0 < arctan 539 < o La
différence est dans }—%;H[ intervalle de longueur 3217 < 2m.

— Le seul réel de cet intervalle congru a & 1 modulo 21 est % : la formule est démontrée.

— Controle numérique : 4 x 0,197396 — 0,004184 = 0,785398 = % v

3
— Intéret : arctanx = x — % + ... converge tres vite pour x = % et x = ﬁ ; Machin a

calculé 100 décimales de r en 1706 avec cette formule.

Réponse. (2 +1)(3+1) =5+ 5i; (5 +1)*(239 —i) = 114244(1 +1i) ; d’ou
o o_ 1_ _1

1= 4arctan§ arctan 5=5.

Correction de I’exercice 14 - Puissance en triphasé

a) e'% = el%yk avec w = e?/" = 1. La somme des racines n-iemes de 1'unité est nulle :

n—1 n—1

Eelek_elazw_elal—wn 0
K=0 w

— La partie réelle donne Y, cos @y = 0 (et la partie imaginaire » sin 8 = 0).

1 + cos 260y Donc

b) On linéarise : cos? @) = >

n—1

n—1
> cos?0,=24+1 > cos(2c1+ 4kﬂ)
K=0 2 2,5

. K
— La derniére somme est la partie réelle de e (wz) .

— Sin=3, w?=e%'" %1 (car 4717 € 10;2m[), et (w?)" =1 : la somme géométrique est

nulle. Il reste %

— Sin=2:w?=1 etlasomme vaut 2 cos2a ; on trouve cos?a + cos?(a + ) = 2 cos?q,
qui n’est pas constant. D’ou I'hypothese n = 3.
2kmo

3
donc b) s’applique aveca = wtetn =3 :

c) Ici 6 = wt — ; changer k en —k (modulo 3) ne change pas I’ensemble des angles,

2
p(t) = 2RI*> D, cos?6y = 2RI* x % = 3RI?
k=0

— La puissance ne dépend pas de t : elle est constante, égale a trois fois la puissance
moyenne RI % d’une phase.

— Intéret physique : en monophasé, p(t) = 2RI 2 cos? (wt) oscille entre 0 et 2RI 231la
fréquence 2w, d’ou des vibrations ; le triphasé délivre un couple régulier. C’est I'une
des raisons de son usage industriel.

Réponse. > cosy = 0, D,cos? 0, = B (n=3);pt) = 3RI?, constante.

Correction de l’exercice 15 - Intégrales de Wallis paires

im6
a) Si m = 0, I'intégrande vaut 1 et I'intégrale vaut 2m. Sim # 0, 6 » ei? est une primitive

(dérivée d’une exponentielle complexe) :

. 2 .
f2H61m9d9 |: 1m9:| H= eerr.m_ 1 —0

im 0 m
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0, -0
b) Avec cosf = % et le binome :

2n 2n
cos2ng = L <2n>eik9e—i(2n—k)9 _ 1 E <2n>ei(2k—2n)6
4nl<=0 k 4n;<=0 k

(on a utilisé 2%" = 4™).

c) On integre la somme finie terme a terme (linéarité de l'intégrale). D’apres a), seul le
terme ou l'exposant 2k — 2n est nul survit, c’est-a-dire k = n :

2
fo cos?"0do = %<2nn> X 211

d) Vérifications :

2 2
_n:1:Z_szzﬂ;orfoﬂcoszzf”1+00320=H/

4 0 2
—n=2: %—g X6 = 34—H soit deux fois 38—H la valeur trouvée sur [0; z] dans l’exercice

« Puissance quatrieme et produit » (par périodicité et parité, l'intégrale sur [0; 2] est
le double) v

. . . . n+lp 1 2n+1
— Puissances impaires : cos 0= WE,{( ,
2k — 2n — 1 est impair, donc jamais nul : I'intégrale est nulle. On le voit aussi par la
symétrie 6 - m — 6, qui change cos en — cos.
— A retenir : sur une période, I'intégrale d’un polyndme trigonométrique est 21 fois son
coefficient constant.

)ei(Zk —2n=19 et ’exposant

2
Réponse. f0H0032"9d9 = i—ﬁ(znn> ; 'intégrale de cos?"*! est nulle.

Correction de I'exercice 16 - Somme de sinus et encadrement

a) La somme commence a k = 1 : on factorise e'’ avant d’appliquer la formule
géométrique (el # 1 car 0 € 10; nf) :

n

S ikt = 0 L= e _ o
K=1 1-e" sin%eie/2

sin%e oind /2

ix/2

— (Angle moitié : 1 —eX = —Zisin%e au numérateur et au dénominateur ; les —2i se

simplifient.)

— L’exponentielle restante est el(¢+% ~%) = ¢in+10/2 ot 1¢ facteur devant est réel.
sin ’12—9 sin W
— La partie imaginaire donne o, = ]
sin 5

b) Un sinus est compris entre —1 et 1, donc le numérateur est de valeur absolue < 1 ; le
dénominateur est strictement positif car % € }0 ; %[ :
1

in 8
sin 3

lom| =

sin (kO)

— La borne ne dépend pas de n. Ce résultat est la clé du critére d’Abel : >, X

converge.

=21, 2 V3 oAm_ V3 oo
c) Pour 6 = 3 : sin 3 = 2,sm 3 = 2,s1n211—0.
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— Directement : g, = 73 0,=0,03=0.
s I i 200
sin & sin 4~
— Formule pourn=1: #=sin2—ﬂ=E v ;pourn=2:sinm =0 au
sm% 3 2
numérateur v ; pourn=3:sin2mr=0 v
— La borne de b) Vaut+ =2 = 1,15 = E v
sin(z/3) /3 2
d) La suite (sin (k6)), est périodique de période 3 : g —g, 0, ... Donc o, prend les
valeurs g 0,0, g 0,0,...

— La sous-suite 03,41 = g et la sous-suite 03, = 0 ont des limites différentes : (o,)

diverge, bien qu’elle soit bornée.
— Lecon : borné ne veut pas dire convergent ; il suffit d’exhiber deux sous-suites de
limites différentes pour prouver la divergence.

, _ sin(n@/2)sin((n+1)8/2) 1. _2m .3
Reéponse. 0, = sn(0/2) , ol = Sm(o7) © Pour 0= 35 0, 0 en boucle,

pas de limite.
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