Chapitre 3 - Nombres réels et borne supérieure 1

Plaquette 3 - Calculer et manipuler des bornes supérieures

Nombres réels et borne supérieure — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Caractérisation de s = supA (A non vide) :
Va€eA a<s et Ve>0,da €A a>s—¢

— De fagon équivalente : s majore A et il existe une suite (a,) d’éléments de A qui
converge Vers S.

— Symétriquement pour infA, et infA = —sup(—A) avec —A = {—a | a € A}.

— sup(A + B) = supA +supB ; pour A > 0, sup (AA) = AsupA ; pour A <0,
sup (AA) = AinfA.

— SiA C B, alors supA = supB et infA = infB.

— Pour montrer s = M, il suffit de montrer que M majore A.
& J

Correction de I’'exercice 1 - Une suite alternée

On sépare n pair et n impair.
— npair: 1+ % € }1 ; %} la plus grande valeur étant % (pour n = 2).
— n impair: -1 +%€]—1;0].
=3,
— Tous les éléments sont > —1, et pourn =2k + 1 :

_ 1 _
L

— Donc tous les éléments sont < 3, et % € A : supA = maxA = %

— donc infA = —1, non atteint.

Réponse. supA = maxA = % ; infA = —1 non atteint.

Correction de I’exercice 2 - Un réel plus son inverse

1

— Pour x > 0, on a vu que x + 3 = 2, avec égalité pour x = 1 :

1 5 _ (x=1)°

— Donc 2 minore Bet 2 € B : infB = minB = 2.

— B n’est pas majorée : pour x =n, n+ % = n, qui dépasse tout réel (propriété
d’Archimede).

— B n’a donc pas de borne supérieure dans R.

Réponse. infB = min B = 2 ; B non majorée.

Correction de l'exercice 3 - Une différence d’inverses

1
1
— C’est le plus petit majorant : avecn =1 et m - +,

— Majoration : 1 <1 et >0, donc L < 1:1 majore C (strictement).
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— donc supC =1, non atteint.
— Par symétrie (C = —C, en échangeant n et m), infC = —supC = —1, non atteint.

Réponse. supC = 1, infC = —1, non atteints.
Correction de I’exercice 4 - Un ensemble défini par une inéquation

On factorise : x> —x — 2 = (x — 2)(x + 1), négatif strictement entre les racines.
D=1-1;2]

— supD = 2 et infD = —1, non atteints (I'intervalle est ouvert).

— Justification de supD = 2 : 2 majore D, et pour 0 < &£ < 3, le réel 2 — % est dans D et
dépasse 2 —¢.

— Plus généralement, un intervalle borné a pour bornes sup et inf ses extrémités.
Réponse. D =]—1;2[; supD =2, infD = —1.

Correction de I’exercice 5 - Borne supérieure d’'une somme

On note a = supA et f = supB.
— Majorant : poura€Aetbe€B,a+b =< a+p. Donc A + B est majorée, et
sup(A+B) =a+B.

— Plus petit : soit £ > 0. Il existe a € A avec a > a — % etbeBavecb>p- % Alors

a+b>a+p—c¢
— Tout nombre strictement plus petit que a + B est donc dépassé par un élément de
A+B:sup(A+B)=a+p.
— On a partagé € en deux moitiés : c’est la technique « £/2 ».

Réponse. Majoration directe, puis £/ 2 pour chaque terme.
Correction de I’exercice 6 - Inf et sup de I’opposé

— Si m minore A, alors pour touta € A, a = m, donc —a < —m : —m majore —A.

— Les minorants de A sont exactement les opposés des majorants de —A. Le plus grand
minorant de A est donc I'opposé du plus petit majorant de —A :

infA = —sup (—A)

— Conséquence : I'existence de la borne inférieure découle de ’axiome de la borne
supérieure, qu’il suffit donc de supposer.

— Exemple : A =[2;5], —A =[-5;-2], sup(—A) = —2 et infA = 2.

Réponse. Minorants de A < opposés des majorants de —A.
Correction de l'’exercice 7 - Multiplier par une constante

— Cas A > 0 : multiplier par A conserve 1’ordre, donc M majore A si et seulement si AM
majore AA. Le plus petit majorant est multiplié par A :

sup (AA) = AsupA
— CasA <0:onécritA =—pavecu>0:2AA = —(uA), et d’apres I’exercice précédent,
sup (AA) = —inf(puA) = —pinfA = AinfA.
— Exemple : A=1[1;3],A=-2:2A=[-6;—-2] et sup(AA) = —2 = -2 X infA.

Réponse. A > 0 : AsupA ; A <0: AinfA.
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Correction de I’exercice 8 - Inclusion et bornes

SupA = supB : sup B majore B, donc majore A C B ; comme supA est le plus petit
majorant de A, supA < supB.

infA = infB : méme raisonnement avec les minorants.
infA = supA : pour un a € A (qui existe car A est non vide),
infA = a = supA

Remarque : plus la partie est grande, plus ses bornes s’écartent.

Réponse. Un majorant de B majore A ; méme idée pour les minorants.

Correction de I'exercice 9 - Bornes de fonctions

1

2) T4

2
a)x(l—-x) = % - (x - l) <1 avec égalité en x = % : le sup vaut -, atteint.

b) Soit g(x) = xe ™. Alors g(x) = (1 —x) e~

4

X: g croit sur ]0; 1] et décroit sur [1; +oo[.

supg(x) = g(1) = & (atteint)

x>0

g>0sur]0;+«[, et g(x) = 0 quand x = 0" : I'inf vaut 0, non atteint.

Pour une fonction, le sup de ses valeurs se lit sur le tableau de variations, avec les
limites aux bornes.

Réponse. a) % atteint - b) sup % atteint, inf O non atteint.

Correction de I’exercice 10 - Caractérisation par une suite

n

+1
n

+1

<lcarn<n+1.

1 majore A :
n

La suite a,, = - est formée d’éléments de A et

1
dn 1 n+1n-+=

Un majorant limite d’une suite d’éléments de A est la borne supérieure : supA = 1.
Il n’est pas atteint. En revanche, minA = 0 (pour n = 0), car la suite est croissante.

Réponse. 1 majore A et a, = 1 ; supA = 1 non atteint.

Correction de I’exercice 11 - Une partie sous une autre

Tout b € B majore A ; A est non vide et majorée, donc supA existe, et comme c’est le
plus petit majorant :

Vb € B, supA<b

Donc supA minore B ; B est non vide et minorée, inf B existe, et c’est le plus grand
minorant : supA = infB.

L’égalité peut avoir lieu (A =[0;1], B=[1;2]) ounon (A =[0;1], B=[2;3]).

Cette propriété est a la base de la construction de l'intégrale (sommes inférieures et
supérieures).

Réponse. Tout b majore A, donc supA minore B.

Correction de I'exercice 12 - Le produit, un piege

Avec A=B={-2,1} : AB={4,-2,-2,1} = {-2,1,4}, donc sup (AB) = 4, alors que
SsupA xXxsupB=1x1=1.
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— L’égalité est fausse en général : le produit de deux négatifs peut étre grand.

— SiA,BCR,:poura €Aetb€B, ab <supAsupB ; et avec a,, = supA, b, = supB dans
AetB:

a,b, Nwdt supA X supB

— donc I'égalité est vraie pour des parties de réels positifs.

Réponse. Faux en général (4 # 1) ; vrai pour des parties de R,.
Correction de I’exercice 13 - Exponentielle décroissante

La fonction x » e est strictement décroissante sur [0; +«[, de valeur 1 en O et de limite
0en +x.

E=1]0;1]
— supE = maxE =1 (atteint en x = 0).

— infE = 0 : 0 minore E (une exponentielle est strictement positive), et e™ — 0. Il n’est
pas atteint.

— On retrouve le schéma : une borne atteinte correspond a une valeur prise, une borne
non atteinte a une limite.

Réponse. supE = maxFE = 1 ; infE = 0 non atteint.
Correction de I’exercice 14 - Vrai ou faux ?

a) Faux : A = [0; 1[ est majorée, sans plus grand élément.
b) Vrai : il appartient a A et majore A.
c) Vrai : on compare les éléments un a un (récurrence sur le nombre d’éléments).
d) Faux : A=[0;1[ et M =1 : tous les éléments sont < 1, mais supA = 1.
(Va€eA, a<M)=supA =M (inégalité large seulement)

— Passer au sup transforme les inégalités strictes en inégalités larges.

Réponse. a) faux - b) vrai - ¢) vrai - d) faux.

Correction de I’exercice 15 - Syntheése : une borne non atteinte

2
a) On écrit n2_—1 =1- 22 , qui croit avec n. Le minimum est obtenu pourn =0 :
n“+1 n“+1
minA = —1.
b) Chaque élément est < 1 : 1 majore A. Soit € > 0 ; on cherche n avec
2 2 2
- >]l—-egen‘+1>%
n®+1 €

— Un tel n existe (propriété d’Archimede). Donc supA = 1.

— ¢) Non : n22+ > 0 pour tout n, donc aucun €lément ne vaut 1.

Réponse. a) minA = -1 -b)n?+1 > % - ¢) non.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



