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Plaquette 5 - Problemes : intervalles,
moyennes et borne supérieure

Nombres réels et borne supérieure — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Outils sur R.

— Une partie I C R est un intervalle si et seulement si :
Va,bel,VceR, a<sc<b=c€l

— Moyennes de deux réels a,b > 0 :

2ab _ - _a+b
a+b ™ ab = 2
— Suite croissante et majorée : elle converge vers sup {u, | n € N}.
— Segments emboités : si[a,;1;b,+1] Cla,;b,l et b, —a, — 0, leur intersection est
un singleton.
— Si |[x —y| = € pour tout € > 0, alors x = y.
& J

Correction de I'exercice 1 - Reconnaitre un intervalle

— R*: —1 et 1 lui appartiennent, —1 <=0 < 1, mais 0 ¢ R".
— [0;1]1U[2;3]:1 et 2 lui appartiennent, mais 1,5 non.

— Intersection : soient I, J deux intervalles, a,b € INJeta<=c<b. Commea,b €€letl]
est un intervalle, ¢ € I ; de méme c €.

ceinj

— La réunion de deux intervalles n’en est pas un en général (deuxieme exemple), sauf
s’ils se rencontrent.

Réponse. Contre-exemples 0 et 1,5 ; I'intersection vérifie la caractérisation.
Correction de l'exercice 2 - Trois moyennes

— Inégalité de droite : (J@ —Vb)* = 0 donne a + b = 2/ab.
— Inégalité de gauche : on I'applique a % et % :

ap-2 b 2ab
— En passant aux inverses (tous positifs, ’ordre s’inverse) : Jab = %.
— Egalité dans chaque cas si et seulement sia =b. Exemple:a=1,b=4:1,6 <2 =< 2,5.
Réponse. (Ja —\/b )2 = 0, puis méme inégalité pour 1 %

Correction de l'exercice 3 - Un produit sous contrainte

— D’apres I'inégalité des moyennes :

2
xys(x+y> =25

2

— avec égalité si et seulement si x = y = 5. Le maximum vaut 25.
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2
— Pour x + 2y = 10 : on applique lI'inégalité a x et 2y : x X 2y < (#) = 25, donc

Xy < 22—5 avec égalité six =2y =5, soitx=5ety = 2,5.
— Interprétation : parmi les rectangles de périmetre 20, le carré a la plus grande aire.
Réponse. 25 pourx=y=5; % pour x =5, y = 2,5.

Correction de I’exercice 4 - Suite croissante majorée
L’ensemble des termes est non vide et majoré : / existe (axiome de la borne supérieure).
Soit € > 0.

— Par la caractérisation de la borne supérieure, il existe N avec uy > { — €.
— La suite étant croissante, pour tout n = N : u, = uy > £ — €. Et u,, =/ puisque £ majore.

Vn=N, |lu,—!I| <¢

— C’est la définition de u, - £.

— Ce théoréme n’est pas vrai dans Q : la suite des approximations décimales de V2 est
croissante, majorée, rationnelle, et sa limite n’est pas rationnelle.

Réponse. uy > [ — £ puis croissance : { — &g < u, < /.

Correction de I'exercice 5 - La somme des inverses des carrés

—Sn+1—Sn=%>O:lasuiteestcroissante.
(n+1)
11— 1 -1 N 4 . .
_Pourk22.k_1 0 k(k_l)2kz.EnsommantdeZan(sommetelescoplque).
n
1 1)\ _ _1
sn51+k22(k_1 k) 1+1-1<2

— (S,) est croissante et majorée par 2 : elle converge (exercice précédent), vers une
limite = 2.

— (Euler a montré que cette limite vaut %2 =~ 1,645.)

1

Réponse. Croissante, majorée par 2 —

: convergente.

Correction de I’exercice 6 - Segments emboités

— Pour tous n,m : a, < dmax(n, m) < Pmax(n,m = bm. Donc chaque b,,, majore I’ensemble des
a,, qui a une borne supérieure s, avec a, < s < b,,, pour tous n, m.

Vn, s €la,;b,]
— Unicité : si x < y sont dans tous les segments, alors b, —a, =y — x > 0 pour tout n, ce
qui contredit b, —a,, = 0.

— C’est le principe de la dichotomie : en coupant un segment en deux a chaque étape, on
« piege » un unique réel.

Réponse. s = supa, est dans tous les segments ; unicité car b, —a, = 0.
Correction de l'exercice 7 - Les nombres dyadiques

Soient a < b. On choisit n tel que % < b —a (possible car 2" = n et propriété
d’Archimede), puis

_ 12" +1

d n
2
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— Comme pour les décimaux:d >aetd<a+2" " <b.
— Application : b —a = 0,05 ; % =0,03125 < 0,05. Avec n =5 : 2° x 0,3 = 9,6, donc

= % = 0,3125, qui est bien entre 0,3 et 0,35.
— Les dyadiques sont les nombres qui s’écrivent avec un nombre fini de chiffres en base

2 : ce sont ceux que manipule exactement un ordinateur.

= —lzn‘;JnJr L . par exemple 10 = 0,3125.

Réponse. d 3

Correction de I’exercice 8 - Prolonger par densité

Soit x € R. Les approximations décimales d,, = 1110034 sont rationnelles et tendent vers x.

— Par continuité de f en x (caractérisation séquentielle) :
fix) = lim fid,) = lim 0=0
n- 4o n-— +ow

— Donc f est nulle partout.

— L’hypothese de continuité est indispensable : la fonction indicatrice des irrationnels
est nulle sur Q sans étre nulle.

— Conséquence : deux fonctions continues qui coincident sur Q sont égales (appliquer le
résultat a leur différence).

Réponse. f(x) =limf(d,,) =0 avecd, € Q, d, — x.
Correction de l’exercice 9 - Le maximum de sin + cos

On factorise par /2 et on reconnait une formule d’addition :

sinx + cosx = \/§<gsinx + gcosx> =2 sin (x + %)

— Le sinus prend toutes les valeurs de [—1; 1] : ’ensemble est [—/2 ;21

— sup = max =2, atteint en x =  ; inf = min = —/2, atteint en x = 3.

— Autre méthode : par Cauchy-Schwarz, |sinx + cosx| =1 +1 sinx + cos?x = 2.

Réponse. max = /2 (en ), min = —/2.

Correction de I'’exercice 10 - Inégalité triangulaire généralisée

— Pour n =1 : égalité.
— Hérédité : si la propriété est vraie pour n réels, on applique l'inégalité triangulaire a
deux termes, puis I’hypothese :

n+1 n n
S oxe= D X+ xnal = D xul + [Xnail
k=1 k=1 k=1

— C’est la propriété pour n + 1 réels.
— Egalité si et seulement si tous les x; non nuls ont le méme signe.

k
— Application : >, _, (_klz) =_: # <2

Réponse. Récurrence avec l'inégalité triangulaire a deux termes.

Correction de l'exercice 11 - Arbitrairement proches

— Par I’absurde, supposons x # y. Alorsd = |x —y| > 0, et avec € =

N
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ds%=dso

— ce qui contredit d > 0. Donc x = y.
xX—-y
2

et on obtient x = y + XY soit x < y:

— Deuxiéme question : si x >y, on prend € = 5

contradiction. Donc x = y.

— Ce schéma est omniprésent en analyse : pour montrer x < y, on montre x < y + £ pour
tout € > 0.

Réponse. x = y ; dans le second cas, x < y.
Correction de I’exercice 12 - Majorer un produit par des carrés

— (Ja| — |b])* = 0 donne a? + b* = 2|a||b| = 2|ab|.

— Pour la seconde, on applique la premiére a VA a et % dont le produit vaut ab :
- b _1(3424D°
lab| = VA a T < 2<Aa + A)

— Intérét : en choisissant A petit, on donne un « petit poids » & a?, au prix d’un grand
poids sur b* ; cette souplesse sert constamment en analyse.

Réponse. (Ja| — |b|)* = 0, puis appliquer a VAa et b/VA.
Correction de l’exercice 13 - L’ensemble des majorants

— (D) Si m = supA, alors pour tout a € A, a < supA < m : m majore A.
— (C) Si m majore A, alors m = supA, puisque supA est le plus petit des majorants.
M(A) = [supA; +o[
— En particulier, I’ensemble des majorants est un intervalle fermé a gauche : il contient
toujours sa borne inférieure, qui est supA.
— Exemple : A =[0; 1[ a pour majorants [1; + .

Réponse. Double inclusion ; M(A) = [supA ; + .
Correction de I'exercice 14 - Vrai ou faux ?

a)Vrai:sicelInj,poura,beluUjeta<t=<b>b,oncomparetac;testentreaetcou
entre c et b, donc dans l'intervalle qui les contient tous deux.

b) Faux : les approximations décimales de 2 sont rationnelles, croissantes, majorées,
de limite irrationnelle.

c) Vrai : on applique le théoréme a (—u,), croissante et majorée.

d) Faux :avec x =y,ona bien x <y + % pour tout n, mais pas x < y. On peut seulement
conclure
X<y

Réponse. a) vrai - b) faux - ¢) vrai - d) faux (x < y seulement).

Correction de I'exercice 15 - Synthese : une fonction homographique

_ 1 _2x+2-1 _ 1 , . )
a) 2 e v f(x). Comme x ~ TF T est décroissante sur [0; + =], fest
croissante.

b) f(0) =1, donc infA = minA = 1. De plus f(x) < 2 et f({x) = 2 quand x = +» : supA = 2,
non atteint.
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c) On résout :

—X}rl21,9@ﬁ50,1=»x+1210=»x29

— On retrouve la caractérisation du sup : pour € = 0,1, les éléments f(x) avec x = 9
dépassent 2 —¢.

Réponse. b) minA =1, supA = 2 non atteint - ¢c) x = 9.
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