Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 1

Plaquette 2 - Arithmétique des polynomes : restes, PGCD et Bézout

Polynomes et fractions rationnelles — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Division euclidienne : pour B # 0, il existe un unique couple (Q, R) avec
A =BQ+R, degR < degB

— Reste par évaluation : si B a des racines simples by, ..., by, le reste R (degR < k)
est déterminé par R(b;) = A(b;). Pour une racine double b, on ajoute R'(b) = A’(b).

— PGCD : dernier reste non nul de ’algorithme d’Euclide, normalisé (unitaire).

— Bézout: AANB=1<3U,VeK[X], AU+BV=1.

— Gauss:A|BCetANB=1=A|C;siANB=1,A|PetB|P, alors AB | P.

— Dans C[X]:AAB =1 <A et Bn’ont aucune racine commune.

— Irréductibles : de degré 1 dans C[X] ; de degré 1, ou 2 sans racine réelle, dans
R[X]. Un polynéme de degré 2 ou 3 est irréductible sur K si et seulement s’il n’a
pas de racine dans K.

pged (X" - 1,X"-1) = xPocdm,m) _ ¢

- J

Correction de I'exercice 1 - PGCD et relation de Bézout

a) On factorise par groupements :

A=X*X+D+X+1)=X+1DX*+1), B=XX-1D+X-1)=X-1X>+1)
— X*+ 1 n’a pas de racine réelle : il est irréductible dans R[X].
b) Le facteur commun est D = x2+1 (X + 1 et X —1 sont distincts).

— Contrdle par Euclide : A = 1 x B + (2X° + 2), puis B = (éi - %) (2X? + 2) + 0. Dernier
reste non nul : 2X° + 2, normalisé en X’+1v
c) La premiere division donne directement A — B = 2(X2 + 1), donc

la_lp=x%+1

2477
u=1v=-1.
d)%=X+1et%=X—1.RelationdeBézout:%(X+1)—%(X—1)=1.Ilssont

premiers entre eux.

— Regle générale (comme dans Z) : apres division par le PGCD, les quotients sont
toujours premiers entre eux.

Réponse. A = (X+ 1)(X*+1),B=(X-1X*+1);D=X"+1=14-1B.

Correction de I’exercice 2 - PGCD de deux polynomes X*» — 1

a) Racines de X*—1: {1,i,—1, —i}. Racines de X® — 1 : <eik”/3>, soit 1, —1 et i% + gi.

. . . e e .0
— Racines communes : 1 et —1 (£i ne sont pas racines sixiemes : i = —1).
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Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 2

b) Toutes les racines sont simples ; le PGCD unitaire est le produit des (X — a) sur les
racines communes :

pgcd(X4— 1,x5 - 1) =X-DX+1)=Xx>-1

— Cohérent avec pgcd(4, 6) = 2.

c) Siz? =1, comme d | metd|n, 2™ =2"=1. Réciproquement, Bézout dans Z :
d=um+vn,etsiz"=2"=1 (doncz#0):

— 29 =(2@M"2"" = 1 (exposants éventuellement négatifs).

d) X" — 1 a N racines distinctes (les e2*7/N) donc toutes simples. Le PGCD est le

produit des X — z pour z racine commune, c’est-a-dire pour z racine d-ieme de 'unité :
d

c’'est X" —1.

— Paralléle : c’est I’analogue exact de pgcd(2™ —1,2" - 1) = 29 _1vuen arithmétique
des entiers.

Réponse. pgcd(X* — 1,X° — 1) = X* — 1 ; en général XP9e4™™ _ 1
Correction de I’exercice 3 - Reste par deux racines simples

a) B=(X—-1)(X—2), de degré 2 : le reste est de degré <1, R =aX + b.
b) X"=BQ+R;enX=1etX =2, Bs’annule :

a+b=1, 2a+b=2"
— Par différence :a=2"—-1,puisb=1-a=2-2".
— R=Q2"-1DX+2-2".
c)n=2:R=3X-2etX°=1x(X*—3X+2)+3X-2 v
— n=3:R=7X-6;X>=X+3)(X*—-3X+2)+ 7X — 6 (développer :

X2 -3X*+2X+3X2-9X+6=X>-7X+6 V).

d)M2=<(1) Z>et3M—ZIZ=<(1) Z>:M2—3M+2I2=0/

— On substitue M dans X" = BQ + R : M" = B(M)Q(M) + R(M) = R(M) car B(M) = 0.
n n n 1 271_1
M =2 -1)M+ (2 -2, =
( ) ( )1, <0 o >

1 31

— Controle n =5 <0 39

>, identique au calcul direct de M >y

n
Réponse. R=(2"-1)X+2-2"; M" = <(1) 2” 1>.

Correction de l'exercice 4 - Reste modulo X2 + 1

a) X"=X*+1)Q+a,X+b,; on évalue en i, racine de X* + 1 :
i" = ayi+ b,
— a,, b, sont réels (division dans R[X]) : ce sont la partie imaginaire et la partie réelle de
i". (L’évaluation en —i donne 1’équation conjuguée, rien de plus.)
b) Les puissances deisont 1,i,—1,—-iselonn=0,1,2,3 (mod4):
—n=0:R,=1;n=1:R,=X;n=2:R,=-1;n=3:R,=-X.

c) Le reste est linéaire en le dividende : reste de P = somme des restes. 2026 = 2 et
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2027 =3 (mod4):
R=-14+(-X)+1=-X

— Contréle : P(i) =i2%%° +i?°?" 4+ 1 = —1—-i+1=—i, et Rli) = —i v

d)X2+1 |X"+1<=>leresteRn+1 estnule R, =—-1=n=2 (mod4).
— Vérification : X* +1 | X*+1 v ; X°+1=(X*+1)X*-X*+1) v ; mais X* + 1 n’est
pas divisible par x?+1 (reste 2).
Réponse. R, € {1,X, -1, —X} selon n mod 4 ; reste de P : —X,-X2 +1|X"+1=n=2[4].
Correction de l'exercice 5 - Reste par une racine double
a) En X=1:A(1) = 0+ R(1). En dérivant, A’ = 2(X — 1)Q + (X — 1)°Q + R, qui en 1 donne
A’(1) = R'(1).
b)R=aX+bavecR(1)=1"=1etR(1)=a=nx1""'=n:
R=nX-(n-1)
— Controle n =2 :X2=(X—1)2+2X—1 v ;n=5:R=>5X—-4 (confirmé par la
division).
©) SoitP=nX""'-(n+1DX"+1:Pl)=n-n+1)+1=0et
PX)=nn+1X"—nn+1)X""*, donc P(1) = 0.

— 1 est racine au moins double : (X — 1)2 | P.

n Tl+1_
d)zk=oxk=Xx—1 '

S k-1 2 MEDXM =D = —1) | X - (n+ Dx"+ 1
;;1 : (x - 1)° (x - 1)°

. On dérive (quotient) :

— Le numérateur est exactement le P de c) : c) garantit que ce quotient est un
polynome, cohérent avec le membre de gauche.

2x8—-3x4+1_5,
1

n+1l _ n
Réponse. Reste de X" par X —1)*: nX-(n—-1); Ezzlkxk—l _ nx"* ( (n 1_)]2-))( +1
X—

— Controlen=2,x=2:1+2x2=5; formule :

Correction de I’exercice 6 - Divisibilité par X2 + X + 1

a)j etj2 = j sont les racines de X%+ X + 1 (racines cubiques de I'unité autres que 1),
distinctes. X% + X + 1 | P, = P,(j) = P,(j) = 0. Comme P, est a coefficients réels,
P.(j) = P,(j) : il suffit que P,(j) = 0.

b) 1 +j+j*=0donne 1 +j = —j* Donc
Pn(j) — (_jz)n _jn -1= (_1)nj2n _jn -1

c)j3 =1 :j" ne dépend que de n mod 3, et (-=1)" de n mod 2 ; on étudie donc n mod 6.
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nmod 6 | (—1)" | j" | j*" P.(j)
0 1 1 1 1-1-1=-1
! -1 g Ht-i-t=0
2 1 |2 J | j-j*=-1=2j=0
3 -1 1 1 -3
4 Lo J | J | -j-1=2"=0
5 ot N N RV EE S

— (Pourn=2:—j°—1=jpuisque 1 +j+j°=0, doncj—j*—1=2j; de méme
jz—j—l =2j2pournE4.)

— Conclusion : X>+X + 1 |P,n=1o0ub5 (mod 6), c’est-a-dire n premier avec 6.

d) Ps = (X+1)°-X°>—1=5x"+10X> 4+ 10X* + 5X = 5X(X° + 2X° + 2X + 1).

— XP42X* 42X +1=X+1X*+X+1) v Donc P5 = 5X(X + 1)(X* + X + 1).

Réponse. X>+X+1|(X+1)"-X"-1en==+1 (mod6);Ps=5XX+1)X>+X+1).

Correction de I'exercice 7 - Lemme de Gauss et polynomes imposés

a) On cherche U, Vavec X — NU + (X2 + 1)V =1. La division X+ 1 =(X-1)(X+ 1) + 2
donne :

1 2 1 _
E(X +1)—§(X+ DX-1)=1

= _X+1 _1
U 5 \% >
complexe commune, 1 ¢ {i, —i}.)

b)P=X-1)S; X? + 1 divise (X —1)S et est premier avec X — 1 : par Gauss, X% +1 | S.
Donc (X — 1)(X* + 1) | P.

c) P réel ou complexe ? L’énoncé ne I'impose pas : cherchons dans C[X]. P(1) = P(i) =0
etdegP=3:P=X-1)X—-1i)(aX + b).

— P(0) = (—1)(—i)b =ib = 2, donc b = —2i, et a # 0 quelconque :
P=X-1)X-1i)(aX — 2i).

— Dans R[X] : P(i) = 0 entraine P(—i) =0 ; parb), P =c(X — 1)(X2 +1)etP(0)=-c=2:
P=-2(X- 1)(X2 + 1) (c’est le cas a = —2).

d) Dans R[X]: P = (X — 1)(X2 + 1)(aX +B) avec P(0) = —-B=2:

P=X-DX*+1)(aX-2), a€R

: ils sont premiers entre eux. (Autre argument : aucune racine

— a = 0 redonne le degré 3 ; a # 0 donne un degré 4. Contréle : P(0) = (—1)(1)(-2) =2
v

Réponse. L(X* +1) - L(X + 1)(X - 1) = 1 ; dans R[X] : P = —2(X — 1)(X + 1) en degré 3,
P=(X-1)X*+1)(aX - 2) en degré < 4.

Correction de I’'exercice 8 - Irréductibilité

a) Si P (degré 2 ou 3) se factorise en produit de deux polyndomes non constants, les
degrés possibles sont 1 + 1 ou 1 + 2 : I'un des facteurs est de degré 1, a(X —r), et r€ K
est racine. Réciproquement, une racine r donne le facteur X —r.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 5

b) X* — 2 = (X —2)(X +2) : réductible dans R[X].
— Dans Q[X] : ses racines +/2 sont irrationnelles, donc il n’a pas de racine dans Q :
irréductible par a).

c) Une racine rationnelle irréductible P yérifierait pl|—1etq]|l (plaquette 1 de

q
I’arithmétique) : candidats +1.
Pl)=1-1-1=-120, P-1)=-1+1-1=-1=0
— Aucune racine rationnelle et degré 3 : irréductible sur Q.

d) x* + 4 > 0 pour tout réel : aucune racine réelle. Mais (identité de Sophie Germain) :
Xt +4= (X2+2X+2)(X2—2X+2)

— Facteurs a coefficients entiers : réductible dans Q[X] et R[X].

— a) ne s’applique pas : en degré 4, on peut avoir deux facteurs de degré 2 sans racine.
« Pas de racine » n’implique « irréductible » qu’en degré 2 ou 3.

Réponse. X° — 2 : irréductible sur Q, pas sur R ; X° — X — 1 irréductible sur Q ;
X*+4=(X*+2X+2)(X*-2X+2).

Correction de l'exercice 9 - Diviseurs X2 +aX +bdeX* + 1

a)zt=—1=elT,z=¢@+D1/4 k =0,1,2,3, soit TLE1,
J2
b) (X—em/4)(X—e‘i”/4) =X2—2cos%X+ 1=X>-/2X+1; de méme avec%:

Xt +1= (Xz—ﬁX+ 1)(X2+EX+ 1)

_ Veérification : X? + 1)’ -2X*’=Xx*+1 v

.. ol . , , . . 4
c) Un diviseur unitaire réel de degré 2 a pour racines deux racines de X + 1 stables par
conjugaison (sinon ses coefficients ne seraient pas réels) : il faut prendre une paire
conjuguée.

— Deux possibilités : (a, b) = (=2, 1) ou (2, 1).

d) Dans C[X], tout choix de deux racines distinctes parmi quatre donne un diviseur

unitaire : <L21> = 6 diviseurs.

— Par exemple (X - ei”/4) (X - e3i”/4) = X% - iy2X — 1 (somme des racines iy2, produit
e = —1), non réel.

Réponse. X' +1 = (X* - 2X + 1)(X* +V2X + 1) ; (a,b) = (£/2, 1) ; 6 diviseurs unitaires

de degré 2 dans C[X].

Correction de I’exercice 10 - Reste par trois racines

a) degB = 3 donc degR < 2. En évaluant X" = BQ + R en 0, 1 et —1 (racines de B) :
R(0)=0, R(1)=1, R(-1)=(-D"

b) R = aX? + bX (car R(0) = 0), aveca+b=1eta—b = (-1)".

— npair:a-b=1,doua=1,b=0:R=X"

— nimpair:a-b=-1,doua=0,b=1:R=X.

— Explication directe : X% = X modulo B, donc X* = X? et X**1 =X par récurrence.

c) Par linéarité du reste . x100 —>X2, x°! - X, 3 - 3. Reste X2+ X+ 3.
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— ControleenX=-1:1-1+3=3¢etR(-1)=1-1+3=3v;enX=1:5=5v
d) M3 — M =0 : on substitue M dans X" = BQ+R, et B(M) = 0 :
— MP=MetM' =M

— Exemple : une matrice de symétrie S (S2 = ]) vérifie S3=s ; on retrouve S
v

1OO=SZ=I

Réponse. R = X%sin pair, R = X si n impair ; reste X*+X+3 ; M0 = M2, Mt =M.
Correction de I’exercice 11 - Polynomes a coefficients entiers

a) P = S ¢, X" avec cx € Z. Alors P(a) — P(b) = > cx(a® — b"), et chaque terme est divisible
para—>b:

ak - b~ = (a—b)(ak_1 +ak 2%+ ... +bk_1>

b) Il faudrait 3 —1 =2 | P(3) — P(1) = 3 : impossible.

3X+1
2

c) Soit n € Z. Si n est pair, n — 0 est pair et divise P(n) — P(0) : P(n) = P(0) (mod 2) est
impair. Si n est impair, n — 1 est pair : P(n) = P(1) (mod 2), impair.

— (En revanche P = vérifie ces valeurs, mais n’est pas a coefficients entiers.)

— Dans les deux cas P(n) est impair, donc non nul : pas de racine entiere.

d) P(0) =1 (impair) et P(1) =1—-3+2+ 7+ 1 = 8 : pair ! Le critere c) ne s’applique pas
directement.

— On raisonne autrement : une racine entiere n diviserait le coefficient constant 1 (car
n|P(n)—P(0) =—-1d’aprésa) avecb =0): n= =*1.

— P(1)=8#0etP(-1)=-1-3-2—-7+4+1=-12 # 0. Aucune racine entiere.

— Lecon : un critére de parité peut échouer ; la divisibilité par a — b reste 1’outil de base.

Réponse. a — b | P(a) — P(b) ; b) impossible ; c) P(n) toujours impair ; d) seuls candidats
+1, qui ne sont pas racines.
Correction de I’exercice 12 - Construire C a partir de R[X]
a) Par division euclidienne, tout P s’écrit (X2 +1)Q+RavecdegR=1:P=R=a+ bX.
L’unicité du reste donne 1’unicité de (a, b).
b) (a + bX)(c + dX) = ac + (ad + bc)X + bdX?, et X* = -1 :

(a + bX)(c + dX) = (ac — bd) + (ad + bc)X (mod X%+ 1)

— C’est exactement la multiplication de (a + bi)(c + di) : la classe de X joue le réle de i.
On construit ainsi C comme R[X]/ (X2 +1).

c) Bézout: (1 +X)(1 -X)=1-X>=2— (X" +1), donc
— (1 +X)1_TX =1 (mod X%+ 1) : I'inverse est 1 EX
1 _1-i
1+i 2 7
d) X* -1 = (X - 1)(X + 1) est réductible : modulo X* — 1, (X — 1)(X + 1) = 0 alors
gu’aucun facteur n’est congru a 0. I1 y a des diviseurs de zéro, donc pas de corps.

— Controle :

— Regle : K[X]/ (P) est un corps si et seulement si P est irréductible — 1’analogue de «
Z | nZ corps < n premier ».

Réponse. (a + bX)(c + dX) = (ac — bd) + (ad + bc)X ; inverse de 1 + X : % S X2 -1
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réductible : diviseurs de zéro.
Correction de I'exercice 13 - Racines communes et PGCD

a) B(-1)=-1+4+2-2+4+1=0.0On factorise par X + 1 :
B=X+1X*+X+1)

— (Développer : X° + X* + X+ X’ +X+1 v)
b) X2+ DX +X+ D) =X"+X+X2+X*+X+1=X*+X3+2X*+X+1 v

c) Les facteurs irréductibles de A sur R sont X’ +1etX?+X+1 ;ceuxde Bsont X+ 1 et
X2 +X+1.

— pgcd(A, B) = X*+ X + 1 ; racines communes 1 etj2 = .
d)A=(X-1)B+RavecR=A—- (X —-1)B. On calcule
X-1B=X'+2X+2X*+X-xX’-2xX*-2Xx-1=x*+x3-X-1.
— R=2X’4+2X+2=2(X*+X+1).

— PuisB=X+ 1)(X2 + X + 1) : le reste suivant est nul. Dernier reste non nul normalisé :
X2+X+1v

Réponse. B = (X + 1)(X2 + X+ 1); pgcd(4,B) = X2+ X+ 1, racines communes j, jz.
Correction de I’exercice 14 - Division par un polynéome paramétré
a) Le reste R = aX + B vérifie R(j) = P(j) (et R(j) = P(j), conjugué car tout est réel). Avec
P=1jt=jetjf=-1-j:
P=j+a(-1—-j)+b=(1—-a)j+(b—a)
— Donc R = (1 — a)X + (b — a) (deux polynomes de degré < 1 égaux en j ¢ R ont mémes
coefficients).
b)B|PR=0=a=1etb=a=1.
OP=X"+X’+1etP=X*+X+1DX*-X+1).
— Vérification : (X’ + 1 +X)(X*+1-X)=X*+1)*=-xX*=x*+X’+1 v
d) C’est exactement l'identité utilisée dans la vérification : différence de deux carrés.

— Meéthode : pour un reste modulo un diviseur a racines non réelles, on évalue en une
racine complexe et on identifie ; une seule évaluation suffit (la conjuguée donne la
méme information).

Réponse. Reste (1 —a)X+(b—a);B|P=a=b=1;
X+ X +1=C+X+ DX =X +1).

Correction de I’exercice 15 - Synthese : Bézout pour deux polynomes
premiers entre eux

a) Les racines complexes de A (1, double) et de B (*i) sont distinctes : pas de racine
commune, doncAAB = 1.

b) Euclide : A = X>—2X+1 =1 x B + (—=2X) ; puis B = (—2X)(—}2—{) +1.

— On remonte : la seconde division donne 1 = B — (—2X) (—)2—(> =B+ )2—((—2X), et la
premiere —2X = A — B.

_ Xa_p =X X
— Donc1=B+%X@-B) 2A+(1 2)B.
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_X =1-X
=7 V=173

U
3 2 3
— Vérification : X(x* - 2x + 1)+(1 —?2—5)(X2+ =X "2X"+X  x21 _X +X _
v

c) On divise AU+ BV =1 par AB :

— On décompose le premier terme : 1 —
1-X/2 _ _ 1 " 1
x-1)* 2-1D  ax-1)?*

— Décomposition sur R : F = —

1 1 X
+ + :
2X-1)  2x-1)* 2x*+1)

d) EnX =0 : F(0) = 1;décomposition:%+%+0= 1v

— Meéthode : une relation de Bézout entre les facteurs du dénominateur sépare la
fraction en deux morceaux ; c’est la preuve de 1’existence de la décomposition en
éléments simples.

2 X(x=1)? — X\ (x? =1:F=——_1 1 X
Réponse. Z(X~ 1)+ (1-F)(*+1) =1, F 2X-D T ax-17 2+ 1)
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