Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 1

Plaquette 4 - Fractions rationnelles :
décompositions, sommes et intégrales

Polynomes et fractions rationnelles — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Décomposition. Si F = £ irréductible, Q = [[ (X — a,)™ dans C[X] :

Q
m; 2
F=E+ —tk _ Aim =X =a)™F
21'/k§/1 (X — ai)k . I: : ]X: a;
A . _ P(a) . _vn
— Pole simple : A = @ (pratique pour Q =X —1).

— Pole multiple : on pose Y = X — a et on fait une division suivant les puissances
croissantes, ou on développe.

— Limite : sidegP < degQ, lim, _ ,,xF(x) = EiAi,l (somme des coefficients des

1
termes en = ai)'

aX +f
(X2+pX+q)k

— Sur R : termes (p? — 4q < 0), obtenus en regroupant les poles

conjugués.

Dérivée logarithmique. SiP=c[[ (X —a)™ :

P _ iy
P ; X - a;
— Primitives : [ -9 =In|x—a|; [— X - larctanX=Q
X—a x—a)i+p° B B
(n) — 1\
— Dérivée n-ieme : (x 1 a) = %
(x—a)
G J
Correction de l'’exercice 1 - Décomposer 1/(X» — 1)
a) Q = X" — 1 a n racines distinctes w* : poles simples. Avec A = S,((Z)), P=1et
Q = nx"- 1,
Ak = 1 = wk = w—k
nokn—1 — pokn N
— (On a multiplié numérateur et dénominateur par w*, et 0" = 1.)
b) deg1 < degQ : partie entiere nulle, d’ou la formule.
. 2
; 1 1 J J
c)n=3,(u=J:F=—< + -+ >
B\X-1 " X-j x_j
. 2 2 . . 2
— On regroupe les deux derniers :J(X JO+J (X2 D _ (]-;J X=2 _ Z_X_ 2 (car
X -HX=j9) X +X+1 X +X+1

1 _ 1 X+2
x3—-1 3X-1) 3x?+x+1)
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Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles

d)EnX=0:F0)=—-1 et—%—%=—1 v
1

— xF(x) - 0 en +» ; la somme des coefficients des termes « en <= » vaut = —

1
X 373
a): L3 wk =0).

k
Réponse. L = 1 w1 1 X+2
CPONSe. s 7 ”Ekx—w"'x3—1 3X-1)  3X*+X+1)

Correction de I’exercice 2 - Dérivée logarithmique et sommes sur les
racines

a) On dérive le produit (formule de Leibniz) : P' = ¢ m;(X —a)™ " 1 HJ. . (X—a)™. En

m;

X—a,-'

divisant par P, chaque terme se simplifie en

— C’est la décomposition en éléments simples de % : pbles simples aux racines,
coefficients égaux aux multiplicités.
. . P2 _ 1
b) Avec les racines simples x; : O Ei X
PR)=8-2+1=7 PR)=3x4-1=11 — > 1 11

2—X1' 7

— Controle numérique avec les racines approchées (—1,3247 et 0,6624 + 0,5623i) :
1,57143 v

. : P(2) _n2"!
c) P =X" -1, racines simples wX : 1 _ = )
) P zkz—wk P2) 2"-1
—n. . 1 1 _4. .2x2_4,
d) n 2.1‘ac1nesil,2_1+2_|_1 3,formule. 3 3
— Meéthode : une somme za—Lx sur les racines d’un polyndéme se calcule sans les
1
racines, par P’(a).
’ P(a)
; P _ m; 1 _11. 1 _n2""!
Réponse. ?_EX—ai ,Ez_xi = Ekz—w" = g"-y

Correction de l’exercice 3 - Pole triple en 0

a) deg1 < 4 : pas de partie entiere.

=4a
F_X x2 x3 X-1
b)d=[(X-1)Fly_, = % = 1.
c) X°F = ﬁ =—-(1 FX+X2+ X3+ ...) pour |X| < 1. En divisant parX3 :
— F= —% - % 1 _x-.. ; la partie polaire en 0 (les puissances négatives)
x> x* X
donnec=-1,b=-1,a=-1.

— (Il suffit de pousser le développement de X3Fjusqu’é l'ordre m—1 =2 : c’est une
division suivant les puissances croissantes.)

1 __1_1_1, 1

xX*x-1 X x* x* X-1

d) xF(x)»0en +w,eta+d=-14+1=0v
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Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 3

— EnX=2:FQ2)= % ; décomposition : —= — =+ — =+1=

4_1 41

1 = -

Réponse. — L =—-1_ .
P XX -1) X x* x3 X-1

Correction de l’exercice 4 - Changement de variable pour un poéle multiple

a)X=Y+1, donc X’ =Y?+2Y+1et

2
F:Y+23Y+1:l+% _ +_ 2 1
Y Y vy

L1
P X-1 x-1)?% x-1)°

b) deg(X3 + 1) = 3 = degQ : la partie entiére est une constante, 1 (quotient des
coefficients dominants). Avec X =Y+ 1 : X24+1=Y3+3Y>+3Y+2.

+ .
X-1 -1 x-1)°
— ContrbleenX=0:G(0) =2y = -let1-3+3-2=-1v
c) On primitive terme a terme (x > 1) :
2
~ X _dx=lnx-1)-—2_-_1 _4¢
fu—lf x=1 2x-1)>
) —_1-1. 0—2_1
d)En3:In2-1 8,en2.0 2 5
—_— A = —_— 2 é = Q ~
Intégrale = 1In2 8 + 5 In2 + 8 2,068.
— Vraisemblance : sur [2; 3], I'intégrande décroit de 4 a % ; une valeur entre 1,1 et 4
est cohérente.
3
Réponse. F= 1+ 2 4+ 1 .g=14+_3_+ 3 4+ 2 _.( =1n2+ 1l
P X-1"x-1" x-1)° X-1 ' x-1 x-1° I 8

Correction de l'exercice 5 - Facteur irréductible au carré

a)F=£+bX+C+ dX"'e,eta=[XF]= =1.
X ' xX2+1 x*+1)> x=0
b) F est impaire (F(—X) = —F(X)). Par unicité de la décomposition, celle de —F(—X) est la

méme : cela impose ¢ = 0 et e = 0 (les termes ZC et — e 5 sont pairs).
X +1 X“+1

—xF(x)—>Oetx<%+L+...>—>1+b:d0ncb=—1.
X

2
+1
— On multiplie parX2 + 1 au carré et on évalueen X =1i: [(X2 + 1)2F}X = % = —i=di,
=i
doncd = —1.
1 _1__ X __ X
xx?+1)?* X x*+1 (X2+1)°
— l . A 111 . —_ l — l = l
c) F(1) = 1 décomposition : 1 ST AT 1 v
d) On reconnait des dérivées usuelles : (ln x? + 1))' = 22X et < - 1 > = —%.
x“+1 x“+1 x*+1)
— Primitive : Inx — £1n (x% + 1) + + +C
2 2(x%2+ 1)
z 1 _ X _ X . CRR 1 2 1
Reéponse. F = X" i1 W+ primitive In x > In(x*+1)+ 0T
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Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 4

Correction de I’exercice 6 - Intégrale de 1/(x3 + 1)

a) X341 = X+ 1)(X2 -X+1), et X’-X+1na pas de racine réelle (A = —3). Coefficient

1. 1 _1 P(a) .
en —1: 3(_1)2 3 (formule Q,(a)). Puis
1 1 _3-(X*-X+1)_ -X+DX-2)
x3+1 3X+1 303+ 1) 3X+ DX =X +1)
_ Don 1 1 —X+2

= + .
x2+1 3X+1) 3x?-x+1)

2
b) X2 —X+1= (X—l) +3 FEt-X+2= —%(2X—1)+%.

2 4
c) On integre chaque morceau :
2x—1 2 dx 2 2x—1
=2 2 =Inkx*-x+1); | —=2— = -£L arctan&>——.
x2—-x+1 f<x_l>2+§ V3 V3
2 4
dx 1 1 2 1 2x—1
==In(x+1)—=In(x* —x+ 1) + =—arctan +C
J S =3t - gin 73 3
1 1 1 -1 In2 1 I
d) EntreOetl1:=In2-0+ —=|( arctan—=— —arctan— | = =2 + — X =,
) 3 J§< 3 ﬁ> 3 Y33

L dx In2 o
J— = +
fo x3+1 3 3/3

1
Réponse. —1 —=__1 4 —X+2 [ _In2_, 1 -(a836.
P X*+1 3X+1D)  3x*-x+1) Io

=~ (0,8356 v (confirmé par intégration numérique).

Correction de I'’exercice 7 - Somme de 1/(k2 - 1)

1

R . ) _1 1 1
a)Polessunplesil.Xz_ Z(X—l X+1>'

1
13" 1 1 . A X g )
b) S, = 5 Ek =5 (k T T %+ 1) : télescopage a deux crans. Ecrivons les termes :

~(1-3) G- D) G5 (i)

— Il reste les deux premiers positifs et les deux derniers négatifs :
Sn=l(1+l_l_ 1 )=§_ 2n+1

2 2 N n+1 4 2n(n+1)
c)Sn—>%.
d)n=2 Sz=%et%—%=l4—2=%/;n—3:%+%=ﬁet%—%=%/
—n=10:%—%z0,6545, identique a la somme directe v
Réponse. S, = % — % - %.

Correction de I’exercice 8 - Télescopage déguisé

1 1 _(k+1D)*-K_ 2k+1
a) 2 2 2 2 .2 2/
k (k+1) k“(k+1) k“(k+1)

b) Télescopage :
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Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles

k21<k2 (k + 1)2> (n+1)°

— Controlen=10:1 - ﬁ =~ 0,9917, égal a la somme directe v

c) Poles doubles 0 et —1. Coefficients des termes de plus haut ordre : [XZF }o =1_1et
2 = -1 _ _
[(X+ 1) F} =5 1.

— Para), F= 1 _ % : les coefficients des termes simples 1 et 1

X (X+1) X X+1
Cohérent avec la limite de xF(x), nulle.

sont nuls.

d) Vérification de I'identité : la différence vaut
1

(k +3) - 3 -
Kk + Dk + 2)(k ¥3) - Kk + Dk + 2k +3) ¢ ou le facteur 3.

n

> 1 =1(;_ 1 )ﬁL
k=1k(k+1)(k+2)(k+3) 3\6 (M+1)(n+2)(n+23) 18

— Meéthode : on cherche a écrire le terme comme différence de deux termes
consécutifs d’une méme suite.

2k+1 _q__ 1 1 -4
Réponse. 2k(k+1) 1 (n+ 1) 1; 2k(k+1)(k+2)(k+3) 18-

Correction de l'exercice 9 - Dérivées successives de 1/(x2 - 1)

o103 (ck1 k)

b) n =0 v. Sila formule vaut au rang n, on dérive (x —a) "* Y. —n+ D(x—a) "+ ?,
d’ou

( 1 >(n+1) _ (-1)"n! x (=(n+ 1)) _ -D" '+ 1)!
X—a (x—a)"*? x-a"*?

c) Par linéarité :

my _ (=1)"n! 1 _ 1
f( (X) 2 <(X_1)n+1 (X+1)n+1>

— Sans la décomposition, dériver n fois un quotient serait tres lourd.
a) FA@) = —76(1 - L) —3x80 - _80 _ 7963,

81 81~ 27
— Controle : f(x) = _(227X1)2’ et la formule c) avec n = 1 donne
X —
1 1 1 1 4x
- - =—2x X
2<(><—1)2 (x + 1)* 2 x2-1)?
Réponse. ™ (x) = (_1)n”!( 1 - ) 3(2) = -89,
ponse. 00 = = L - et ) 72 = -5

Correction de I’exercice 10 - Décomposition par la parité

_ _ b aX +p
a)X 1=X 1)(X+1)(X +1): F—X 1+X+1+X2+1'
P(a) _ 1 __1 __1
b)Q(a) avec Q' = ax3 Zetb—4(_1)— 1
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Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles

o 1 1 1 . . aX +f
c) F est paire ; les termes 1 (X T T X1 ) forment une fonction paire, donc a1
aussi: a = 0.
— EnX=0:F(0)=~-1=-% -2+ doncp=—1.

_ A —9. 1 41/ _1\_1 _1_1 _ 1
Controle en X 2.15et4(1 3) 10 6~ 10 15./
11n -1 1

d) Primitive : 210 iarctan X.

_ Al _pl 1 — 1,31 1
Entre 2 et 3 : 7 (ln 5 In 3) =(arctan3 — arctan2) 4 2 5 arctan 7 (car
arctan3 — arctan2 = arctan 1 %).

— Valeur: = 0,10137 — 0,07095 = 0,0304.

; 1 _1(_ 1 __ 1 \__ 1 . f*_11p,3_1 1~

Réponse. —;— _Z<X—1 X+1> 2(X2+1),f2—41n2 Jarctan < = 0,030.

Correction de l’exercice 11 - 22/7 est plus grand que o

a) L’intégrande est continue, positive, et non identiquement nulle sur [0; 1] : I > 0.

b) X4(1 — X)4 = X% - 4x7 + 6X° — 4x° + X*. La division par X2 + 1 donne (vérifié par calcul
exact) :

X' -x)% = (X% + 1)(X6—4X5+5X4—4X2+4) -4

c) Donc 17_ =x8—4xS+5xt—4x2+4— 42 5. On integre sur [0; 1] :

+ x2 1+x

_4 - 22 ; o4
+4 = 5 (calcul exact en fractions), et fo 122

.Aveca): m< 272

% ﬁ < 1. En multipliant par x*(1 — x)* = 0 et en intégrant :
+ x

=4arctanl = 1.
I’approximation d’Archimede est un majorant.

d) Sur[0;1],
1 _22 1

—II= =5~

1260 = 7 630

22 1 22 1 :
— D’ou = T 830 =sn< 7 1260,501t3,14127s1:r53,14206.

— Controle : I = 0,001 264 (numérique), bien entre 0,000 79 et 0,001 59 v

Réponse. [ = % —11>0;3,14127 = o < 3,14206.

Correction de I’exercice 12 - Poles complexes conjugués

a) X’ +X+1=(X-j)X-j% avecj—j* = i/3. Coefficient enj: —1_ = L en

1 __ 1
F-ioo w3

1 (1 _ 1
X +X+1 iﬁ<X—J X—j2>
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Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 7

.2 .

1 1 J-J _ i3
b) i 2 2y 2 v

X-J Xx-j* X-pxX-j X*+X+1

c) F est a coefficients réels : F(z) = F(Z). La décomposition de F et celle obtenue en
conjuguant tous ses coefficients sont deux décompositions de F ; par unicité, le
coefficient en @ est A.

A 2 _AX-a)+2A(X-a) _ 2Re(A)X — 2Re(Aa)
X + a2 2 7 2 27

—a X-a x?_2Re(a)X+ la| X* —2Re(a)X + |q|

réel.

d) Poéles +2i : coefficient en 2i : % = % en —2i: % (conjugué).

— . X el 1 1 . > 7 o 7 7 .
Sur C: Caa  2X-2D + 20X+ 20 Sur R : la fraction est déja un elément simple

de seconde espeéece.

Réponse. — L =_1(_1 _ 1 ; coefficients conjugués aux podles conjugués.
P X*+x+1 WI\X-J x-j g P g

Correction de I’exercice 13 - Somme de k/(k* + k2 + 1)

a) (k2 + 1)2 —k*=k*+ 2k +1 -k =k *+Kk*+1 v (différence de deux carrés).

1 1 K+ k+1D)—(kK*—Kk+1) _ 2k

b) 2 ) - 4 2 - i 2 v
kA—-k+1 k°+k+1 k"+k“+1 k"+k“+1

c) Avec uy = % onaug,q = % : le terme vaut l(uk — Uk 4+1).

kK*P—k+1 K2+ k+1 2
n
k 1 1 1
— R ==Z(u;—-u ==(1-————
Kok k2 +1 2 (M1~ tne1) 2< n2+n+1>
d)Limite%.

J— = 'l l —l =l . — .l _L zﬁz A p
n 1.3et2(1 3) 3/,n 5.2(1 31) 1 0,4839, égal a la somme
directe v
A ok o _1(1__1 Y1

Reponse.Ek=1k4+k2+1 2(1 n2+n+1> >

Correction de I’exercice 14 - Coefficients par la limite a I’'infini

a) deg (X2 + 1) = 2 < 3 : pas de partie entiere, forme annoncée.

b)b=|(X- 1)21:1( =2 c=[X+2)Flx__,= 3.

: : x> a b c
c) xF(x) = 1 (quotient des termes dominants X3), et X<x 1 + = 1)2 + " 2> -a+ec.

at+c=1 = a=1—8=%

— Controle enX=O:F(O)=1>1<2=%;décomposition:
_4,2,5 _-8+12+45_1
9*v3%18 18 27

d)fF=%ln(x—1)—ﬁ+%ln(x+2)+€sur]l;+oo[.

— Meéthode : la limite de xF(x) donne la somme des coefficients des termes de degré —1
; c’est I’équation manquante quand on ne peut pas évaluer.
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4/9  _2/3 , 5/9

Reéponse. F = <= x_1? TxX+2

Correction de I’exercice 15 - Synthese : une série et une intégrale

a) Primitive : LInx —In(x+ 1) + L1n(x +2) = L1n XX+ 2)

2 2 27 x+1)*
A
le:%]nM_llni

A+1)?% 2 4
_ AA+2)

> = 1, donc la limite est —
A+1)

Iin3=1,4_-

5 ln4 5 In 3 0,1438.
k+1

b) F est décroissante et positive sur [1; +»[. Pourk =1 : fk+ F < F(k) et, pour k = 2,

F(k) < fI;—1F- On somme :
+ o0 +
— J, F=>,_Fk)=sFQ1)+ [, F.
c) 0,1438 = 0,25 =< % +0,1438 =0,3105 v

X o 7 @ une primitive en cln|x — a|, divergente a l'infini. La somme ne

converge que si les In se compensent : >, clnx — limite finie exige > ¢ = 0. C’est
équivalent a xF(x) — 0, c’est-a-dire degQ = degP + 2.

d) Chaque terme

Réponse. [, F = lin$=~0144;0144 <3 Fk) = 1 0,311,

1
4
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