Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 1

Plaquette 5 - PolynOmes au service de I’analyse : synthese

Polynomes et fractions rationnelles — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Formule de Taylor pour P de degré = neta €K:

no k)
PXX) = 2 Pk!(a)(X_a)k

k=0

— Taylor-Lagrange (fonction f de classe C" " OF

k) n+1
a M X
-3 L L8 - | < Maxthe 1),' avec M, , ; = sup [f"* ).
— Erreur d’interpolation aux nceuds xq, ..., X, : [f(X) — P(x)| < & _:’“11” I 1x = xil.

— Différence finie AP =P(X + 1) — P(X) : sidegP =d =1 de coefficient dominant a,
AP est de degré d — 1 et de coefficient dominant da ; AP =d!a.

P(xx)

P'(xx)

— Cayley-Hamilton (2 x 2) : M* — tr(M)M + det (M)I, = 0

— Newton : x; ;1 = X —

f:P(x)d = boa (P(a) + 4P(a t b) + P(b)) si degP < 3 (Simpson)

- J

Correction de I’exercice 1 - Formule de Taylor pour un polynome
a) P(1)=1,P(1)=3,P(1) =6, P”(1) = 6. La formule de Taylor donne
X} =1+3x-1) +%(X— 1)% + %(X— 1P =14+3X-1)+3X-1)*+x-1)°

b)) X =(1+X-1)°=1+3X-1)+3X-1)*+X-=1)° v (bindme).

(k)
c) Par Taylor, Q = Ek Q (1) X - )k. (X — 1)™ divise Q exactement lorsque les coefficients

d’indice k < m sont nuls et celui d’indice m ne l'est pas, c’est-a-dire Q(k)(l) = 0 pour
k<metQ™(1)=0.

DO)=1-4+6-44+41=0;Q =4X"-12X*+12X-4,Q(1) =
Q =12X*-24X+12,Q"(1)=0; Q" =24X-24, Q"(1) = 0; QW = 24.

— Q= i—‘ll(X— 1)4 =X - 1)4 : 1 est racine d’ordre 4.

— On reconnait d’ailleurs les coefficients binomiaux 1, —4, 6, —4, 1.
Réponse. X°=1+3X -1 +3X-1*+xX-1°;0=x-1D%
Correction de I’exercice 2 - Somme des carrés par un polynome

a) Si degP =d = 1 de coefficient dominant a, P(X + 1) — P(X) est de degré d — 1
(coefficient da). Il fautd — 1 =2 :d = 3.

b) P(X + 1) — P(X) = a(3X2 +3X + 1) +b(2X + 1) + c. Identification avec X? :
3a=1, 3a+ 2b =0, a+b+c=0
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Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 2

1 ,__1 . _1_1_1 p_X"
g b=-5.c=5-3=5:P=73
k =

¢) On somme P(k + 1) — P(k) = k* pour
S - ok? = P(n) — P(0) = P(n).

P_x2 X XX -1)X-1)
2 "6 6 '

0 an-—1:télescopage,

nn+1)2n+1)
6 .

— Pour la somme jusqu’a n : ZZ= K2=Pn+1)=

d)n=10:W=385et1+4+...+100=385/

— 6| n(n+1)(2n+ 1) : le produit contient deux entiers consécutifs (donc un pair), et
modulo 3,sin=0oun=2alors3|nou3|n+1;sin=1,2n+1=0. Cohérent avec
le fait que la somme est entiere.

Réponse. P = XX = 1)(2X_ 1) Ek _ 1k2 = nn+ 1g2n +1) (385 pour n = 10).

Correction de I’exercice 3 - Solutions polynomiales d’équations
différentielles

a) degP” <degP (ou P’ =0) : deg(P”" + P) = degP, donc degP = 3. Avec
P=aX’+bX*+cX+d,P"=6aX+2b:

aX3 + bX*+ (c + 6a)X + (d + 2b) =
—a=1,b=0,c=-6,d=0:P=X"-6X. Contrdle : P" = 6X, et 6X +X° - 6X =X" v
b) Méme raisonnement, degP =2 : P = X2+ aX + B,P—P = x% + (a —2)X+ (B—a). Donc
a=2,B=2:P=X"+2X+2.
c) Q(k) 0 pour k > degQ : la somme est finie. P-P =(Q+Q +..)—(Q+Q"+...)=Q Vv

— Unicité : si P, P, conviennent, D = P, — P, vérifie D =D"; siD # 0, degD’ < degD,
contradiction. Donc D = 0.

— AvecQ=X?:X*+2X+2 v (b).
d) Solution particuliere polynomiale + solutions de 1’équation homogene (linéarité) :
y(x) = x3—6x+Acosx+Bsinx, A,B€R

— Meéthode : pour un second membre polynomial, on cherche une solution polynomiale
de méme degré (quand le coefficient de y est non nul).

Réponse. y' +y=X":P=X"-6X;P-P =X*:P=X*+2X+2;
y =x3—6x +Acosx + Bsinx.

Correction de l’exercice 4 - Erreur d’interpolation pour le sinus

2
a) Ps’annuleen O et 7 : P = cX(r — X), et P(%) = CHT =1.

P(x) = % x(rr — x)
I

b) P(%) =4 x I x 3o _ % = 0,75, alors que sinZ ~ 0,7071 : erreur ~ 0,0429.
x 3 = 3 _ 4 453

o(o_m\(m_ I
‘”‘4(4 2)(4 ”) 471 T 6a

% x 1,453 = 0,242. L’erreur réelle (0,043) est bien inférieure v, mais la

borne est pessimiste (facteur = 6), car | sin"”’| n’atteint pas partout sa borne 1.

I
21

— Majorant :

d) Les deux courbes coincident en 0, 1 ; I’écart est maximal a I'intérieur de chaque

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 3

demi-intervalle, vers x = 0,9 et x = 2,2, ou il vaut environ 0,056 (calcul numérique sur
une grille fine).

— Portée : I'erreur d’interpolation dépend de la régularité de f (via M, . ;) et de la
position des noeuds (via le produit).

Réponse. P = —X(H — X) ; erreur en E : 0,043, majorant 0,242 ; écart maximal = 0,056.

Correction de I'exercice 5 - Méthode de Newton pour la racine cubique de 2

Xp—2 _3Xp—xp+2 _ 2x}+2

a P’=3X2, donc x = X5 — = =
% el = AT T2 3x? 3x?

64
b) x; = 4 ~ 133333 ; _2X37%2 _182/27 _ 91 _ ) 96380 ; x, ~ 1,259933
1—3~ ; ,Xz— 3XE - 16/3 _72~ ’ IX3~ ’ .

9

— Valeur exacte : {2 = 1,259921 05.
c) On calcule x ,; —a avec a® = 2 :

23 +2-3ax? _ 2x3-3axi+ad | (- a)t(2xx + @)
Mer1 T @= 3x? - 3x? B 3x?

— (Factorisation : a est racine double de 2t> — 3at® + a?, et le quotient est 2t + a.)
22X+ «a
3x7

quadratique.

d) Erreurs : x, : 4 X 1073 ;X3:1,2 % 107° ;Xg:=1,2X% 10710 (calcul :
x4 = 1,259921 0500). Environ 9 décimales exactes : le nombre de décimales double a
chaque étape.

— Pres de a, = % =~ 0,79 : |xg+1—a| = 0,79 |x — a|2. Convergence

2x3 + 2
3x7

; erreur quadratique ; x4, a environ 9 décimales

\1|Lo
N|—

Réponse. x; . = ;X1 = %, Xy =

exactes.

Correction de I’exercice 6 - Polynomes orthogonaux

1
a) [_,t"dt = 0 si k impair, —2 _ ik pair:

k + 1
— (L1 =2(1,X=0,XX=2(1LX)=% xXx)=0
X, 1
b) Qy=1;Q, =X~ §1'1; = X.
_ 2 (X51) (X% X) 2/3 _v2_ 1
Q=X'— Tt - X = X - 552 = X -
_ N 2_2_
Controle : (Q,, 1 )—3 3_0/
c)L,= 12X* -4 =12 (XZ - %) = 12Q, : proportionnels. Les polynémes de Legendre

sont orthogonaux pour ce produit scalaire, et leurs racines (+ ) sont celles de Q,.

=

(x>, Q,)
Q. Q)

d) La projection orthogonale de X3 sur R,[X] est 21. Q;. Par parité, seul Q, =

contribue :

3x)=2 —2.p=2/5x_3
— (X’ X)=£et(X,X)=5:R=5/3X=X.
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4

— Vérification : X° — “;’

v

Réponse. Q;=1,0Q, =X, Q, = 'S % ﬁ meilleure approximation de X° X

Correction de l’exercice 7 - Méthode de Simpson exacte en degré 3
a) Sur[-1;1]:S(P) = %(P(—l) + 4P(0) + P(1)).

3 3

— p=Xx? % %-/ p=Xx° : 0 v (impair).
b) S et l'intégrale sont linéaires en P : I'égalité sur la base (1, X, X2,X3) s’étend a R3[X].
b—a
2

dt = bz;adu transforme la formule sur[—1; 1] en celle sur [a; b].

c) Simpson : %(P(O) +4P(1) + P(2)) = %(1 +0+5)=2.

Pour [a; b], on poset =m + u ; P(t) reste un polynéme de degré < 3 en u, et

2

4

— Directement:[%—t2+t] =4-4+42=2v
0

d) t* sur [0;2] : Simpson donne l(O +4+16) = T ~ 6,667 ; I'intégrale vaut == 32 _ =6,4.

5
erreur = 20 _ 32 _ 100—-96 _ 4

3 5 15 15

— Remarque : Simpson n’utilise que trois points mais est exacte en degré 3 : un degré
de plus que ce qu’on attend de trois points (grace a la symétrie).

2
Réponse. Simpson exacte sur R3[X] ; fo (t3=2t+1) =2 ; erreur 1% pour t* sur [0; 2].
Correction de I'exercice 8 - Différences finies

a) X+ l)d —x9=ax? 4. (binéme), et pour les termes de degré < d, la différence est
de degré <d — 1. Donc AP = dax®?

2X est orthogonal a 1 (impair), ax? (impair) et a X (% - % X % =0)

b) Par récurrence : AKP est de degré d — k, de coefficient dominant d(d — 1)---(d — k + 1)a.

Pour k = d : constante d!a ; puis A*'P = 0.

c)k’:0,1,8,27,64,125.

Suite Valeurs
K3 0,1,8,27, 64,125
A 1,7, 19, 37, 61
A? 6,12, 18, 24
A® 6, 6, 6

— A’=6=3Ix1v

d) Au : 3,7 ; A*u = 4 (constant pour un degré 2). On prolonge : Au : 3,7,11,15;

uz=11+11=22,uy, =22+ 15 = 37.

— Polynéme:A2=2!a=4,donca=2;uk=2k2+bk+1avecu1=3+b=4,b=1:
u,=2k*+k+1.
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— Contréle : uz; =18+3+1=22v,u;,=3244+1=37
Réponse. AP =dla; A3(k*) =6; u,=2k*+k+ 1, us = 22, uy = 37.

Correction de I’exercice 9 - Degré impair et racine réelle

a) P = aX" + ... avec n impair : P(x) ~ ax" en +, et x" tend vers +w et —o aux deux
bouts. P prend des valeurs de signes contraires ; étant continu, il s’annule (TVI).
b) X* + 1 (ou tout X* + 1).

c) Dans C, P a n racines comptées avec multiplicité ; les non réelles vont par paires z, Z

de méme multiplicité : leur nombre total est pair. Comme n est impair, il reste au moins

une racine réelle.

d) f(x) =x>-3x+1:f(0)=1>0, f(1) = —1 <0 : une racine dans ]0; 1[ (TVI).

— f(—2)=-32+6+1=-25<0etf(0)>0:uneracinedans ]—2;0[; f(1) <0 et
fl2Q)=32—-—6+1 =27 >0 : une racine dans ]1; 2[.

— Trois intervalles disjoints : au moins trois racines réelles.

— Au plus trois : f = 5x* — 3 a deux racines réelles, donc f au plus trois (Rolle).
Exactement trois.

Réponse. Degré impair = racine réelle ; x> — 3x + 1 a exactement 3 racines réelles, dans
1-2;0[ 10;1[, 11; 2[.
Correction de l’exercice 10 - Suites récurrentes linéaires

n+2 = pn+1 4 2r" pour tout n équivaut (sirz0)ar’l=r+2:

XP-X-2=X-2)X+1)

a)r

— Racines 2 et —1.

b)uy=a+f=0etu;=2a-B=1:a=2L=-

¢) Récurrence : 0,1,1,3,5,11,21,43,85,171. Formule: n=5:32+t1 11/ .n=9.

3
51241 _ 171

d) M vérifie M* —M - 21 =0 (Cayley-Hamilton : trace 1, déterminant —2). Le reste de X"
modulo (X —2)(X + 1) estaX + b avec 2a+b =2"et —a+b = (-1)":

_2"-(=1)" 2"+2(=1)"
3 3

. 1
— La deuxieme composante de M"<O> vautu,x1+bx0=u, v

—a u,etbh= . Donc M" = u,M + blI.

— Lien : le polynome caractéristique de la récurrence est celui de la matrice M.

on_ (_1)n

Réponse. X' —X -2 = (X -2)(X+1); u, = ==

Correction de l’exercice 11 - Cayley-Hamilton en dimension 2

ay M = a’?+bc ab + bd ot (a4 d)M = a’+ad ab +bd
ca+dc cb+d* ac+cd ad +d* )

bc—ad 0

— Diffé :
lirerence (O bc — ad

) = —(ad — bc)I,. D’ou M? — tr(M)M + det(M)I, =0 v
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b) On écrit M (tr(M)I, — M) = det (M)I,, donc si detM = 0 :
-1 _ 1 d —-b
M= ad—bc<—c a >

— C’est la formule usuelle v (tr(M)I, — M = <C_]C ;b>).

c)tr=5,det=5:M*=5M—5I,.

0,6 —0,2 1,2-0,2
-0,2 0,4 0,6 — 0,6
— M*=M-M?=5M*-5M = 5(5M — 5I,) — 5M = 20M — 25I,.

d) Pour tout polynome Q, Q(M) = R(M) ou R est le reste de Q modulo

— M= %(SIZ —-M) = < > Contréle : MM~ ! = <

-0,4+0,4
-0,2+1,2

xX= X% = tr(M)X + detM, puisque y(M) = 0. Pour la matrice de la plaquette 2,

X = X% - 3X + 2 exactement.

>=12/

Réponse. M? — tr(M)M + det(M)I, =0;enc) M~ ! = %(512 — M) et M® = 20M — 25I,.

Correction de I’exercice 12 - Parité et polynomes

a) P(-X) = > ax(—1)"x*. Par identification, P(-X) = P(X) = a) = (—1)*a, pour tout

k = a, = 0 pour k impair. Alors P = Easzzj = QX% avec Q = S ayX.
b) P = (X —a)™S avec S(a) # 0. Alors

PX)=P(-X) = (-X—-a)"S(-X) = (-1)"X + a)"S(-X) : X + a)" divise P. Méme

raisonnement en échangeant a et —a : multiplicités égales.

C)P=aX*+pX*+ypavecy=P0)=1;P(1)=a+B+1=0;PQ2)=16a+4f+1 = -3.
— B=-1—-a,puislba—4—-4a+1=-3,s0it12a=0:a=0,5=-1.

P=1-Xx>
— Controle : P(1) = 0, P(—1) = 0 (parité, b)), P2) = -3 v

d) On pose Y =X — % et R(Y) = P<Y+ %) La condition P(1 — X) = P(X) devient

R(-Y) = R(Y) : R est pair, donc R = Q(Y?) par a), d’oli P = Q<(X - %)2>'

— Interprétation : la courbe de P est symétrique par rapport a la droite x = =..

1
2
Réponse. P pair = P=Q(X*);enc)P=1-X>; P(1 -X)=P(X) = P = Q((X— %)2).

Correction de I’exercice 13 - Approcher e par Taylor

a) exp"*V = exp, majorée par e sur [0; 1]. Taylor-Lagrange entre 0 et 1 :

n+1
3

_ <exl
le =TI =73 = @+ D

— Depluse—-T,(1) = Ek - n 1 0 (ou par la formule du reste intégral, positif).

k!

_ 1.1.1 . 1 1 _1957 _
b) To(1) = 1+ 1+ 5+ &+ 55 + 195 + 795 = 55 = 2,718.06.

— Majorant : _3 = 6 x 10~%. Erreur réelle : 2,71828 —2,71806 = 2,3 x 107 v

5040

¢) Il faut — 32— < 107° soit (n+ 1)! > 3 x 10°. 91 = 362880 ; 10! = 3628800 :

(n+1)!
n+1=10,n=09.
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d) Sie = B (q = 1), alors N = q!(e — T4(1)) est un entier (car q!e = p(q — 1)! et

q'T,(1) = Sont entiers).
. qle _ e \ _ , .
Para), 0 <N = @+~ q+1 < 1 des que q = 2 (et pour g = 1, e n’est pas entier).

Un entier strictement entre 0 et 1 : contradiction.
— e est irrationnel.

Réponse. 0 < e — T, (1) < Te(1) = 1227 ~ 2,71806 ; n = 9 pour 10™°; e ¢ Q.

— (n + 1! ;

Correction de I’exercice 14 - Polynomes a valeurs entieres

a) n(n — 1) est un produit de deux entiers consécutifs, donc pair : B,(n) € Z.
) — n! —(mnY.

b) Pour n = k : By(n) = ICETAE (k) ; pour 0 = n < k, un facteur est nul.

— Pourn=-m<0:

By(—m) = (=m)(—-m—=1)---(-m—-k+1)

k! =D

km(m+1)---(m+k—-1) _ kfm+k—1
=(-1)
k! k
entier.

) X*=XX-1)+X=2B,+Bj.
— X*=XX-1)(X-2)+3X(X—-1)+X = 6B3+ 6B, + B;.
— ControleenX=3:64+6%x3+3=27v

d) ZL 1 k* = 2(2B2(k) + B1(k)) = 2(" + 1) + <n ; 1) (formule de sommation

3
Sean(5) - (1)

— C’est une somme d’entiers, et elle vaut

— Controlen=10:2x165+55=385 v

nn+1)2n+1)

6 : ce nombre est entier.

Réponse. By(n) € Z ; X* = 2B, + By, X° = 6Bs + 6By + By ; Sk = 2(’“3’1) + <”J2’1>.

Correction de I’exercice 15 - Syntheése : polynomes de Bernstein

a)f=1: Ek( )k(1 0" K= (x+1-x"=1 (binéme).

— i) =x:
k k(]. = k(]_ _x . Xj(]_ —X)n_l_j=X.
Ek n Ek >1
— Les polynomes de Bernstein reprodulsent les fonctions affmes.

b) On écrit k* = k(k — 1) + k, avec k(k — “(Z) =nin= 1)(k 3) '

; k(kn; 1)(Z>Xk(1 _X)n—k — Tl( ; 1)X2

n

- _ )
— Etzk%(n>xk(1 —x)"k= % (par a)). Total : & = 1x2+% =x2+% s

c)0=x(1-x)=-+ sur [0;1] (maximum en 1) 0 = B,(Hx) —x? 41—n - 0.
—n=5,x= 0'521 = 0,132, égal a la somme directe v ; écart 0,042 < 21—0 v
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d) P(S, = k) = (Z)xk(l ~%""¥ donc B,(N0) = 3, A(K)P(S, = k) = E[f(%)] (théoréme

de transfert).
2 2
— Pour fix) = x? : E[(%) ] = v(%) + E(%) = X=X 152 (car VIS,) = nx(1 - x).

— Portée : c’est la preuve de Bernstein du théoréeme de Weierstrass : toute fonction
continue sur [0; 1] est limite uniforme de polynomes.

Réponse. B, (1) = 1, B,,(x) = x, B,(x?) = x> + M ; écart < 41—n ; Bo(HD(x) = E[f(S,/n)].
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