Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 1

Plaquette 3 - Racines, multiplicités et factorisation avancée

Polynomes et fractions rationnelles — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Multiplicité. a est racine d’ordre m de P si et seulement si
P@)=P(@)=..=P" Ya=0 et P™(a)=0

— Les racines multiples de P sont exactement les racines de P A P'.

— Rolle : si P € R[X] a k racines réelles distinctes, P en a au moins k — 1,
strictement entre elles. Une racine d’ordre m de P est d’ordre m — 1 de P".

— P € R[X] de degré n scindé sur R = P’ scindé sur R.

. 7 . . -1
Fonctions symétriques des racines xq, ..., x,de X" +a,_1 X"~ " +...+ap:

— _ n _ k _ 2
O1=—-0,-1, o, =(—1)"a,, pk—zxi, p, =01 — 20,
i
— Identité de Newton : si x]' = — (an x4+ ao), on somme sur i pour
exprimer p, en fonction des précédents.
. L. X - Xj oo, ,
— Lagrange : pour X, ..., X, distincts, L; = Hjﬁm ; 'unique P de degré = n tel
i X

que P(x;) = y; est > . y.L;.

— Polynome nul : un polynome de degré < n ayant n + 1 racines est nul ; un
polynéme ayant une infinité de racines est nul.

G J

Correction de I'exercice 1 - Imposer une racine double

a) Racine au moins double © P(1) = P'(1) = 0, avec P’ = 5X*+a:
l1+a+b=0, 5+a=0
— D'ola=-5etb=4:P=X"-5X+4.
b) P’ = 20X3, donc P”(1) = 20 # 0 : 1 est racine exactement double.
c) Division par (X — 1)2 =X°-2X+1 (reste nul, comme prévu) :
X°—5X +4=X-1)"(X"+2X" +3X +4)

— ControleenX=0:4=1x4v;enX=-1:-1+5+4=8et4x(-1+2-3+4)=8
v

d) Soit Q = X3 +2X%+3X + 4. Pour x = 0, tous les termes sont positifs et Q(x) =4 > 0 :
aucune racine positive.

— Q' = 3X>+4X+3 a pour discriminant 16 — 36 < 0 : Q" > 0, Q est strictement
croissante sur R, avec Q(-2)=-8+8-6+4=-2<0etQ(-1)=2>0.

— Par le théoréeme des valeurs intermédiaires et la stricte monotonie, Q a exactement
une racine réelle, dans ] — 2; —1[ ; les deux autres sont complexes conjuguées.

Réponse.a=—-5,b=4; X°—5X+4= X - 1)2(X3 +2X%+3X + 4) ; une seule autre
racine réelle, dans ] —2; —1].
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Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 2

Correction de I’exercice 2 - Racines multiples par le PGCD avec la dérivée

a) P = 4X> — 6X* + 2. On divise P par P’ :
_p=(X_1\p = _3x243x_3_ _3(x_1)
P (4 8)P+R1avecR1 3x*+3x-3 = -3x-1),
— Puis P =4X° - 6X?+2 = (X — 1)%(4X + 2) : le reste suivant est nul.

pgcd(P, P) = (X — 1)°

b) Si a est racine d’ordre m = 2 de P, elle est racine d’ordre m — 1 = 1 de P’ : racine
commune. Si a est racine simple, P’(a) # 0. Les racines communes de P et P’ sont donc les
racines multiples de P, et a est racine d’ordre m — 1 du PGCD.

c) 1 est racine d’ordre 3 de P (ordre 2 dans le PGCD). On divise par
X-12=x3-3x*+3Xx-1:

P=X-1)>X+1)

— Controle : (X3 - 3X%+3X - DNX+1) = x*-2x3+2x-1v (le terme en X? s’annule :
3-3=0).

d)P(1)=1—2+2—1=0;P’(1)=4—6+2=0;P”=12X2—12X,P”(1)=0;
P"=24X-12,P”(1) =12 # 0 : ordre exactement 3 v

— Meéthode : % = (X—-1)(X+ 1) ales mémes racines que P, mais toutes simples.

Réponse. pgcd(P,P) = (X—1)*; P=(X—-1)*(X + 1).
Correction de l'exercice 3 - Factoriser X6 —letX» -1

a) Les racines sont les w* = e*"/3, k = 0, ..., 5, toutes simples :
5

6 _ 1 — _ Aikm/3
x% -1 kHO(X elkr/3)

+im /3 +2im/3

b) Racines réelles : 1 et —1. Paires conjuguées : e et e . Avec

X-e)X-e%=X>-2cosOX+1:
X 1=(X-1DX+DX*=X+1DX*+X+1)
— Contrdle : (X — 1)((}(2 +1)° —X2> — XX+ X2 +1)=x-1v

c) Pour n = 2m + 1, la seule racine réelle est 1 (—1 n’est pas racirﬁcar (-1)" = —1). Les
autres, wX pour 1 < k < 2m, se regroupent en paires {w*, w" ¥ = w*} pour 1 =k = m, ce

2RIy | 1 jrréductibles (discriminant 4 cos? —4 < 0).

qui donne les facteurs X% - 2cos £

d)n=5, m=2:

xX5-1= (X—1)(X2—2cos%ﬂx+ 1)(X2—2cos%ﬂx+ 1)

4 _ _J5+1 .

2_17=‘/§_1 et cos 5

— Avec cos 5

i
xX°—1 =(X—1)<X2—‘/§_1X+ 1><X2+‘/§+1X+ 1).

2 2

— Controle : le produit des deux trinémes vaut x*+ X3+ X%+ X + 1 (coefficient de X° :
541 _J5-1_
2 7~ 1)

Réponse. X° -1 = (X - DX+ 1D)X* =X+ DX+ X+ 1) ;
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Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 3

X-1= (X—1)(X2—@X+ 1>(X2+@X+ 1).

Correction de I'exercice 4 - Sommes de Newton

a) Avec X’ +0X*-X+1:0,=0,0,=-1,03=-1.

— p,=0,=0etp,=0f-20,=0+2=2.

b) On somme x} = x; — 1 sur les trois racines :
p3=p;—3=-3

— En multipliant par x; : x{ = xf — x;, d’'ou p, = p, — p; = 2.

c) On multiplie X} = x; — 1 par x} : x} 3 =x[*1 —x§, et on somme : p, , ; =p, ,; — Py

(valable pour k = 0 avec p, = 3).

— Ps=pP3—pPy,=—-3—-2=-5.

— Contréle : p; =p, —p,=0-3 = -3 v (méme formule avec p, = 3). Les valeurs ont
été confirmées numériquement.

d) f(x) =x3—x+1:f(x) =3x% -1 s’annule en +—=. Le maximum local vaut

\/_
1 2 ‘s 2
——— )=14+—%=>0etle minimumlocal f{ = ) =1- —“%4==0,62 > 0.
(~k)=135 () =1-3%
— La fonction ne change de signe qu'une fois (sur ] — «; —%[) : une seule racine réelle (
= —1,32).

— Cohérence : p, = 2 > 0 ne contredit rien ; mais p, réel et positif ne garantit pas des
racines réelles.

Réponse. p, =0,p,=2,p;=-3,p, =2, p5=—5; P, 3= Py, — Px; une seule racine
réelle.

Correction de I'’exercice 5 - Nombre de racines réelles par Rolle

a) Rolle : si fest continue sur [a; ], dérivable sur Ja; B[ et fla) = f(B), alors f s’annule
sur Ja; BI.

— Sir; <...<rysont des racines de P, Rolle sur chaque [r;; ;] donne une racine de P’
dans ]r;; i+ 1] : ces k — 1 racines sont distinctes (intervalles disjoints).

b) P =nX""'+a:l'équation x" ! = —% a au plus deux solutions réelles (au plus une si
n — 1 est impair, c’est-a-dire n pair).

— Par a), P a au plus 2 + 1 = 3 racines réelles distinctes, et au plus 1 + 1 = 2 si n est pair.
C)P=X"+X+1,P=nx"""'4+1.

— nimpair: n — 1 pair, P'(x) = 1 > 0, P strictement croissante de —« a +o :
exactement une racine réelle.

— n pair : P’ s’annule en un seul point x, = —n~ /"~ € [-1; 0[, ou P atteint son
minimum. Avec x§~ " = —= :

P(xq) = X0 X0~ +x0+1—x0<1—l>+1 ( _%>+1=%>0

— Le minimum est strictement positif : aucune racine réelle.

d) n = 4 : la courbe en trait plein reste au-dessus de I’axe (minimum en

Xo=—4 ~1/3 ~ —0,63, valeur = 0, 53) v ; n =5 :la courbe pointillée coupe 1’axe une fois,
vers x = —0,75 v
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Réponse. Au plus 3 racines réelles (2 si n pair) ; X" + X + 1 : une racine réelle si n
impair, aucune si n pair.

Correction de I'’exercice 6 - Une équation fonctionnelle polynomiale

a)P=c:c=c? doncce{0,1}.

— P=X*-X)".PX)=(X*-xH"=x"(X*-1)"et
PXPX+1)=X"X-D"- X+ 1)"X"=X"X*-1)"v

b) P(a?) = P(a)P(a + 1) = 0 : a? est racine, puis a*, a®, ... Toutes sont racines.
— P # 0 a un nombre fini de racines : la suite (azk) prend un nombre fini de valeurs. Si

k
|a| € {0, 1}, les modules |oc|2 sont deux a deux distincts : contradiction.
c)EnX=a-1: P((a — 1)2> = P(a — 1)P(a) = 0. Donc (a — 1)2 est racine, et par b)
(@ —1)% € {0,1}, d’ou |a — 1| € {0, 1}.
+im /3

— Siaé¢ {0,1}:|a|=1et|a—1| =1, intersection de deux cercles : a = e~

2im/3

— Mais alors a? = e* est racine, et |a®? — 1| =3 ¢ {0, 1} : contradiction avec c)

appliqué a a?.
d) Les seules racines possibles sont 0 et 1 : P = cX(X — 1)b. On reporte :
cX?x? - 1) = XX - DPX + 1)°X°

— On compare : ¢ = ct(c=1), puis les multiplicités de 0 (2a =a + b), de 1 (b = b) et de
—1(b=a):a=bhb.

— Solutions : P=0,P=1etP=(X*-X)", n=1.
Réponse. P € {0,1} U {(X*-X)", n= 1}.

Correction de l'exercice 7 - Interpolation de Lagrange

X—Xj
a) Par la formule L; = Hj#iﬁ :
i Xj

X-1)(X-2 XX-1

Lo=E=DE=D -y o xx-),  L,=XESD

— L) = TR 1 L) = L@ = 05 L) = —1x (-1 = 1; L) = 2% =1 v

b)P=1-Ly+ 3L, + 7L,. On développe :
_ X’ -3X+42 _ax? ex 4 X=X _ X’ —3X+2-6X"+ 12X+ 7X* —7X _ 2X° +2X+2

2 2 2 2
P=X’+X+1
— Contréle : P(0)=1,P(1)=3,P2)=7 v

c)Q=Ly+L;+L,—1estdedegré <2 ets’annule en 0, 1, 2 (trois racines) : Q = 0. De
méme, L + 2L, — X s’annule en 0, 1, 2 : il est nul.

— Portée : 'interpolation reproduit exactement tout polynéme de degré < n.

d) Si P et P conviennent, P — P est de degré = 2 avec trois racines distinctes : il est nul.

Réponse. Lo = X—DE=2) 1 — _xx-2),L,=X"D p=x*+x+1.
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Chapitre 13 - Polynémes et fractions rationnelles 5

Correction de l’exercice 8 - Valeur suivante d’un interpolant

—1=0.Qalesn+1 racines

a)degQ=n+1,etpour0O<sk=n:0Qk)=(k+1)
distinctes 0,1, ..., n

k+1

b) Un polynéme de degré < n + 1 ayant ces n + 1 racines s’écrit Q = CH: _oX—k).En
X=-1:0(-1)=0%xP(-1)—1=-1¢et
n

[T1-0=CD""'n+1)

k=0

-1 _ (=D
D" 'n+1p (+DE

c) EnX=n+1:H:zo(n+1—k)=(n+1)!, donc Q(n+ 1) = (-1)".

— Donc c =

— —1=(-1)" d’ot _1+(=D)"
n+2)Pn+1)—1=(-1),douP(n+1)= ——
d) n=1: P affine avec P(0) =1, P(1) = 501tP—1—)2—(, etP(2)=0;formule:%=0

4

—n=2:P0O)=1, P1) = % P2) = % Lagrange (exercice précédent) :

pery+lr +1p, - E-DX-2) XX-2) XX-1)

2 3 2 2 6
— =1-34+1=1. J1+1_1
P@3)=1 >+ 1 5 formule : 1 i
— Lecon : l'interpolant ne « prolonge » pas la fonction x » —X (1 en 3) ; il oscille.

Réponse. Q = (( +1i),X(X— 1) X-n); Pn+1) = %

Correction de l’exercice 9 - Polynome positif et somme de deux carrés

2
a) X' +1=xX"-1)7%+2x>=x*-1)*+ (V2X)" v (développer : X" - 2X* + 1 + 2X?).

— X?+2X+5= X+ 1)2 + 22 (forme canonique).

b) P est a coefficients réels sans racine réelle : ses racines vont par paires zi, Zx (méme
multiplicité). Avec Q = [] (X — z;) (une racine par paire), Q = [[ (X — Zx) et P = QQ.

c) Q = A +iB avec A, B réels (parties réelle et imaginaire des coefficients) ; alors
Q=A-iBet
= (A +iB)(A —iB) = A% + B?
— Conséquence : un polynome réel positif sur R est somme de deux carrés (les racines
réelles sont alors de multiplicité paire, on les ajoute en facteur carré).
d) Racines : i, —i, 2i, —2i. On prend Q = (X — i)(X — 2i) = X* — 3iX - 2.
— A=X*-2,B=-3X:(X*+1)(X*+4) = (X*-2)* + 9x°.
— Contréle : X* — 4X* + 4 + 9X* = X* + 5X* + 4 v C’est aussi I'identité de Lagrange
(@ + b*)(c? + d*) = (ac — bd)” + (ad + bc)*.

Réponse. X* +1=(*-1)*+(2X)*; P=A’+B*avec Q =A +iB;
P+ DX +4) = X2 -2+ (302
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Correction de I’exercice 10 - Polynome des carrés des racines

a)X°+0X*-2X+3:0,=0,0,=-2, 03 =—3.
b) Dy, =2 xf =0t —20,=4.

— 0% = (21 <jx1~xj)2 =>. <jx,-zxj2 + 2X1X2X3(X1 + X5 + X3), donc
i<y, =03-2030,=4-0=4.
— Y1Voys = 05 =09.
Q) R=X"—(Zy)X* + (SyypX — y1Y5 -
R=X>-4X*+4X-9
d) P(X) = [ (X - x;) et P(=X) = =[] (X + x;), donc P(X)P(-X) = — [[ (X* = x?) = —R(X?).
— PX)P(-X) = (X° - 2X +3)(-X> +2X +3) =9 — (X° - 2X)* = -X® + 4x* — 4x* + 9.

— Donc R(X?) = X° —4x* +4x%? -9, soit R = X° — 4X? + 4X — 9 v (confirmé aussi
numériquement).

Réponse. R = X° — 4X* + 4X - 9.
Correction de l’exercice 11 - Systéme symétrique

a) (T—-X)(T-Y(T-2)=T —(x+y+2)T* + (xy + yz + 2)T — xyz :
(T-x)(T-yY)W(T—-2)=T -2T*-5T+6

— Réciproquement, les trois racines (avec multiplicité) de ce polynome vérifient le
systeme.

b) T=1 estracine (1 —2 — 5+ 6 = 0). On factorise :

T° = 2T° —5T+6 = (T—1)(T> =T —=6) = (T — 1)(T + 2)(T - 3).

— {x,y,z} = {1,-2,3} : les 3! = 6 permutations sont solutions.

)X’ +y*+2°=01-20,=4+10=14;1+4+9=14 v

1,1, 1_02_=5_5.9_1,1_5
+ =+ ;1 2+3 6/

d) x, y racines de T>—5T+7:A=25-28= -3, T= 5121‘5.

— Deux couples solutions : <5 +21‘/§, 5 _21‘/§> et I'inverse. Aucun couple réel : x et y
réels de somme 5 ont un produit au plus 24—5 <7.
Réponse. {x,y,z} = {1,-2,3} (6 triplets) ; x> +y* +22 =14, > 1 = % ;end) 2 iziﬁ'

Correction de I'exercice 12 - Interpolation d’Hermite

a) SiPet lsconviennent, D=P-Pestde degré = 3 avec D(0) =D’(0) =0 et
D(1) =D'(1) =0 : 0 et 1 sont racines doubles, soit quatre racines comptées avec
multiplicité. Donc D = 0.
b) P(0) = 0 et P'(0) = 1 imposent P = aX° + bX* + X. Puis :

P(l)=a+b+1=1, P(l)=3a+2b+1=0

—b=—a,puisSa—2a+1=O,soita=—1,b=1:P=—X3+X2+X.
— Controle : P(1)=-1+1+1=1v;P1)=-3+2+1=0v
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c) La courbe part de l'origine tangente a y = x et arrive en (1; 1) tangente a

’ . ) 1 ey 7 .
I’horizontale : ¢c’est un raccord C°, utilisé pour les rampes, les rails ou les courbes de
Bézier en dessin assisté.

d)P=0cX3+BX2+yX+6:lesconditionsdonnent6=a,y=b, puisa+B=c—a—-bet
3a+2B=d-b.

— Ce systeme en (a, B) a pour déterminant 2 — 3 = —1 # 0 : solution unique,
a=d-b-2(c—a—-b),B=3(c—a—-b)—(d—-Db).
— Controle avecb) (a=0,b=1,c=1,d=0):a=-1-0=-1etf=0+1=1v

Réponse.P=—X3+X2+X;engénérala=d—b—2(c—a—b),B=3(c—a—b)—(d—b).

Correction de I’exercice 13 - Relations coefficients-racines et parametre

a) 0; = x; + x5 + x3 = 0 donne x3 = —3x,.

b) 0, = X1X3 + X1X3 + XoX3 = 2x7 — 3x3 — 6x% = —7x% = —7, donc x; = *1.
A= —03=—X1XpX3 = —X1 - 2X; - (—=3X31) = 6x3

— x;=1:racines 1,2,-3 et A =6.x; = —1 : racines —1,—-2,3 et A = —6.

)A=6:X-1DX-2)X+3)=X?>-3X+2)X+3)=X"-7X+6 v
—A=—-6:X+1DX+2(X-3)=X>-7X-6
d) Racine double a : P(a) =3a*’ -7 =0, a = ig, et

P(a)=a3—7a+2x=a(%— )+A=—%Q+A=O.

A 3a 13J; +7,13.

— Contréle : 4p° + 272 = 4(~343) + 272% = 0 donne A = 1372 332 et
(&)21 _196x7 _ 1372 ,
3

3 27 27
Réponse. A = =6 (racines 1, 2, —3 ou leurs opposées) ; racine double pour A = i%

=

Correction de I’exercice 14 - Polynomes et limites de degré

a) P— X? a une infinité de racines (les entiers en question) : ¢’est le polynéme nul.

b) Q = P — P(0) vérifie Q(n) = Q(0) = 0 pour tout n € N (récurrence). Infinité de racines :
Q = 0, P constant.

c) Si P = > a;X*, 1a condition s’écrit > a,2"X* = > 44, X*, soit a,(2* — 4) = 0 pour tout k.
2f=4ok=2
— Donc ay = 0 pour k # 2 :P=aX* a=0.

d) X2 convient : (X + 1)>=X%2=2X+1 v Si P convient, D = P — X? vérifie DX + 1) = D(X),
donc D est constant par b).

— Solutions : P = X* + c, c €R.

— Méthode : une solution particuliere + les solutions de I’équation « homogene » ;
méme structure que pour les équations différentielles linéaires.

Réponse. a) P = X2 ; b) Pconstant; c) P = ax? ; d) P = X* +c.
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Correction de I’exercice 15 - Synthese : polynomes de Legendre et racines
réelles

1
a) U, a pour terme dominant X*" ; sa dérivée n-iéme a pour terme dominant (znnl)'X".

| !
Donc deg L, = n, coefficient dominant (2:')'.

b) L, = (X* — 1)’ = 2X, racine 0.

— U,=Xx*-2X*+1, U, =4X° - 4X, L, = 12X* — 4, racines +-— =~ +0,577 (figure).

1

V3

c) Initialisation k =0: U, = X —1)"(X+ 1)", racines +1 d’ordre n v

— Hérédité (k <n) : UY s’annule en —1, en 1 et en k points distincts de ] —1;1[ : au
total k + 2 points tp = -1 <t; <..<tyx41=1.

— Rolle sur chacun des k + 1 intervalles [t;; t; 1] : U;H 2

distincts de ] —1; 1[.

— En +1, une racine d’ordre n —k = 1 de U;") est d’ordre n — k — 1 de sa dérivée.

s’annule en k + 1 points

Uﬁlk): + 1 d'ordre n — k, au moins k racinesdans ] —1;1][

d) Pour k = n : L, a au moins n racines distinctes dans ] — 1; 1[. Il est de degré n : il en a
exactement n, toutes simples et réelles, dans ] —1; 1[.

— Contrﬁlen=2:iL€]—1;1[/
J3
— Portée : ces racines sont les nceuds de la quadrature de Gauss, méthode
d’intégration numérique trés précise.

Réponse. degL,=n; L, =2X,L, = 12X%-4; L, a n racines réelles simples dans
I-1;1[
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