Chapitre 4 - Suites numériques 1

Plaquette 2 - Calculer des limites : formes indéterminées

Suites numériques — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Limites de référence.

B « n
— Croissances comparées (a,>0,q>1): (11;113) -0, % -0, % - 0.
— Limites usuelles, pour x,, = 0 avec x,, # 0 :
In(1 +xn)_>1 e —1_4 sinxn_)1
Xn Xn Xn
— Puissance variable : al" = exp (b,1na,), pour a, > 0.
o\ s . . -b
— Quantité conjuguée : ya —J/b = 4—2_
g Ja +\b
— Encadrement : sia, <u,<b,eta, b,—{, alors u,-{; si|u,—L| =v,— 0, alors
u,-1L.
G J

Correction de I’exercice 1 - Un quotient de polynomes

Forme 2 : on factorise numérateur et dénominateur par le terme dominant n?.

2(n_ 1, 1 _1 1
n<3 ”+n2> 3 ﬁ+?

un = =
2 5 S
n <2 + F) 2 + n2
— Les termes % # % tendent vers 0 : u, — %

— Reégle : la limite d’un quotient de polynéomes de méme degré est le quotient des
coefficients dominants.

3

Réponse. 5

Correction de I'exercice 2 - Différence de racines

Forme » — « : on multiplie par la quantité conjuguée.

_(m+1)—-n _ 1
u, = = — 0
yn+1l+yn Jn+1+/nn-+
— Pour v, (forme ©» x0) : v, = yn = 1 , en divisant par Jn.
" T+ l+ym 14 ! b
— Donc vnﬁ%.
— Les racines yn + 1 et yn se rapprochent a la vitesse de L

2n”

Réponse. u, - 0; v, - %

Correction de I’exercice 3 - Puissances de 2 et de 3

Le terme dominant est 3" : on divise numérateur et dénominateur par 3".

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 4 - Suites numériques

BRSO
— Comme%<1, (%)n—m,doncun*(l)i(l)—l

— Retenir : entre deux suites géométriques de raisons positives, c’est celle de plus
grande raison qui I’emporte.

Réponse. 1.
Correction de I’exercice 4 - Croissances comparées

Toutes sont de la forme « puissance contre exponentielle » ou « logarithme contre
puissance ».

2
— a, = % - 0 : ’exponentielle I’emporte sur toute puissance.
p - (nn)’ . , ,
— bp="——F7 " 0 : toute puissance de n I’emporte sur toute puissance de Inn.
n

— ¢, — 0, bien que 1,01 soit proche de 1 :

n® ., 0 (g>1)

qn n-—-+ow

— Attention, la convergence peut étre lente : ¢, commence par devenir énorme (
19 LA
Ci00 = 3,7 x 10°7) avant de décroitre vers 0.

Réponse. Toutes tendent vers 0.
Correction de l’exercice 5 - La suite qui définit e

Forme 17 : on passe a I’exponentielle.

1
u, = exp (nln(l +%)) = exp mOTWL’”‘)

— Par continuité de ’exponentielle, u, - e! = e.

— Avec x, = + - 0, la limite usuelle donne

— Piédge: « 1+ L > 1et1"=1» est faux ; 'exposant tend aussi vers I'infini.

Réponse. u, = exp (nln(1 + %)) - e.

Correction de I’exercice 6 - Une variante

Méme méthode, avec x, = 2 :
In(1+2
nln(1+%>=2x <2 n> — 2
n-—- 4+«
n

— Donc u, - e2.

1 In(1 + x,) 1 . -1
— Pour v, : nln(l - ﬁ> =——x, avec x, = —y, qui tend vers —1. Donc v, - e ".

— Plus généralement, (1 + %)n — e? pour tout réel a.

Réponse. e2; e L.
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Chapitre 4 - Suites numériques 3

Correction de l'exercice 7 - Le sinus de 1/n

1

sin 4
—Up=—— 1 par la limite usuelle avec x,, = %
n
— Pourv,:
on2sin? 1 = 1 singy 2
n=2n°sin" 5o = o —*
2n
— en écrivant 2n? = % . Le quotient tend vers 1, donc v,, = %
1
(x)
— Cela traduit 1 — cosx = X72 pres de 0.

1

Réponse. u,-1;v,—- 5

Correction de I'exercice 8 - Factorielle contre puissance

On écrit le quotient comme un produit de n facteurs :

_ 1.2 n
Up =3 X5 XX o

— Chaque facteur est compris entre 0 et 1 ; en gardant le premier et en majorant les

1

ﬁ.

— Par encadrement, u,, = 0.

— Ainsi, n" croit encore plus vite que n!, qui croit plus vite que toute suite géométrique.

Réponse. 0 < u, < L.

autresparl:0<u, <

Correction de l’exercice 9 - Une somme encadrée

On ne sait pas calculer la somme, mais on encadre chacun des n termes : pour 1 < k < n,
zn = 2n = 2n
n“+n n“+k n“+1

2 2
— En sommant les n termes : - — < u, = -—.
n“+n n“+1
— Les deux bornes tendent vers 1 (quotients de polynémes de méme degré) : par le
théoreme des gendarmes, u, - 1.

— Méthode : on encadre le terme général par le plus petit et le plus grand terme, puis on
multiplie par le nombre de termes.

Réponse. 1 (gendarmes).
Correction de l’exercice 10 - Dominer l’écart

Les numérateurs sont bornés mais n’ont pas de limite : on domine en valeur absolue.

1
2

[(=1)"  |cosn| _1
lu,| = o + = =5+

— Le majorant tend vers 0, donc u, — 0.

— Pr1n01pe « borné x tend vers 0 » tend vers 0. On ne peut pas parler de « la limite de
(—1)" » ou de « cosn », qui n’existent pas.

Réponse. 0 (domination par % + #).
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Correction de I’exercice 11 - Différence de logarithmes

— u, = ln% =In (1 + %) - 1In1 = 0 (continuité du logarithme).

— v, est de la forme « x 0 :
ln(l +%>

— 1

vV, =
n n—-+ow

Sl

— Interprétation : In croit de moins en moins vite ; I’écart entre In(n + 1) et Inn est
d’environ %

Réponse. u, - 0; v,—- 1.
Correction de I’'exercice 12 - La racine n-ieme de n

On passe a ’exponentielle :
U, = exp (—h}ln)

— Par croissances comparées, 121 - 0, donc u,, — e° = 1.

n
2
— Pourv, :Inv, = In°+1) pourn= 1,n?2+1=2n% donc0=<lnv, <

In2+2Inn _,
n

n 7
etv,- 1.
— Toute suite qui croit « polynomialement » a une racine n-iéme qui tend vers 1.

Réponse. Inu, = IHT” - 0 ; idem pour v,,.

Correction de l’exercice 13 - Le rapport de deux termes consécutifs

Pourn=0:

5n+1 Tl_' 5

UZ+1= X
n n+1) 5" n+1

n—-9
— Pourn =9, ce rapport est = % Donc, par récurrence, 0 < u, < u9<%> pour n = 9.

— Le majorant tend vers 0 : u, — 0.
— La suite commence par croitre (u, = 26), puis s’effondre des que n+1 > 5 : ce n’est
pas une suite monotone au début.

A Un+1 _ 5
Reéponse. —~ —

s%pourn29.

Correction de I'exercice 14 - Vrai ou faux ?

a) Vrai : ||u,| = ||| = |lu,—£| = 0.

b) Faux: u, = (-Detl=1; |u,| = 1 mais (u,) diverge. (C’est vrai si £ = 0.)

c) Faux : u, = 1 si n pair, 0 sinon ; v, =1 — u,. Alors u,v, = 0, et aucune des deux ne
tend vers 0.

d) Vrai : siv,, = —M, alors

up,+vpyz2u,—M — +ow
n-—- +ow

Réponse. a) vrai - b) faux - ¢) faux - d) vrai.
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Correction de I’exercice 15 - Synthese : trois limites

1+ an
a) On divise parn : a, = n__,1+0_q
1-L 1-0
Jn
b)Inb, = w — 0 (croissances comparées), donc b,, — 1.
n—1 _ _ 2 . N 1/ : .
C) e 1 7 ; Onpasse a ’exponentielle :
-2
Tl]l’l(]_— 2 )=_ 2n x1n<1 Tl+1> — =2
n+1 n+1 -2 n-+o

n+1

— Donc ¢, - e 2.

Réponse.a)1-b)1-c)e 2.
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