Chapitre 14 - Systémes linéaires et pivot de Gauss

Plaquette 1 - Echelonnement, rang,
compatibilité et systemes a parametre

Systemes linéaires et pivot de Gauss — Licence 1 (L1)
Corrections détaillées

Boite a outils

Vocabulaire. Un systeme de p équations a n inconnues s’écrit AX = B.

— Homogene : B = 0 ; I’ensemble des solutions est un sous-espace vectoriel de
dimension n — rg(A).

— Structure affine : solutions de AX = B = une solution particuliere + solutions de
AX = 0.

Opérations élémentaires (qui conservent I’ensemble des solutions) :

— L; < L; (échange) ;

— L;<AL;avec A #0;

= Li — Li + ALJ (aveC i ¢J)

Pivot de Gauss. On échelonne le systeme, on identifie les inconnues principales

(celles des pivots) et les inconnues secondaires (parametres libres), puis on
remonte.

Discussion.

— Systeme de Cramer : p = n et detA # 0 = solution unique.
— Incompatible : apparition d’une ligne 0 = ¢ avec ¢ # 0 — aucune solution.

— Indéterminé : rg(A) = r < n et compatibilité — I’ensemble des solutions est un
sous-espace affine de dimension n —r.

— Théoreme du rang : nombre d’inconnues = rang + dimension de l’espace des
solutions homogeénes.

dim {X:AX =0} = n —rg(A), AX = B compatible = rg(A) = rg(A | B)

7 . 7 7 . 3 , 0 q
Interpreétation géométrique (dans R”) : chaque équation est un plan. Trois plans
peuvent se couper en un point (Cramer), selon une droite, selon un plan, ou n’avoir
aucun point commun.

G

Correction de l’exercice 1 - Systeme 2x2

Par substitution : la seconde donne y = 3 — x.

— On reporte : 3x — 2(3 — x) =4, soit 5x — 6 =4, donc x = 2.

— Puisy=1.

— Solution unique : (x,y) = (2, 1).

— Vérifications: 6 -2=4vet2+1=3 v

— Controle du caractere de Cramer : det <:1)) 1_2> =3+2=5#0—ilya bien une

unique solution.
— Lecture géométrique : deux droites sécantes du plan, se coupant au point (2; 1).

Réponse. (x,y) = (2,1).
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Chapitre 14 - Systémes linéaires et pivot de Gauss

Correction de I'exercice 2 - Pivot de Gauss 3x3

Echelonnement avec L., comme pivot.

— Ly«~L,—2L,:-3y—3z=-15,s0ity+2z=>5.

— L3 <L3;—3L;: -5y—2z=-13.

— L3« L3+5x%x(y+2=05):42=12,donc z = 3.

Remontée.

—y=5-3=2.

—x=8-4-3=1.

— Solution : (x,y,2) = (1, 2, 3).

— Vérifications : 1 +4+3=8v;2+2-3=1v;3+2+6=11v

— Lecture : trois plans concourants en un point unique — le rang vaut 3.

Réponse. (x,y,2) = (1,2, 3).
Correction de l'exercice 3 - Systeme incompatible

— Ly,<L,—2L;donne0=3-2=1.

— On obtient une égalité impossible : le systéme n’a aucune solution.

— Rang : rg(A) = 1, alors que la matrice augmentée est de rang 2 — c’est exactement
le critere d’incompatibilité.

— Interprétation géométrique : deux plans de méme vecteur normal (1, 1, 1) mais de
constantes différentes — ils sont strictement paralleles.

— Vérification directe : si x+ y+2z =1, alors 2x + 2y + 2z =2 # 3 v — les deux
conditions sont bien contradictoires.

— A retenir : un systtme homogéne n’est jamais incompatible (la solution nulle existe
toujours).

Réponse. Aucune solution (plans strictement paralleles).
Correction de I’exercice 4 - Systeme indéterminé

— Addition des deux équations : 3x = 3, donc x = 1.
— Report dans la premieére : 1 + y—2=2,doncy=1+2z.
— Rang : 2 pour 3 inconnues, donc 3 — 2 = 1 parametre libre. On pose z = t.
— Solutions :
x,y,2)=(1,1+¢t,t)=(1,1,0)+1t(0,1,1)

— Vérificationavect=2:(1,3,2)donne1+3-2=2vet2-3+2=1v

— Interprétation géométrique : deux plans sécants se coupant selon une droite, de
point (1, 1, 0) et de vecteur directeur (0,1, 1).

— Structure : c’est bien une solution particuliere plus le sous-espace des solutions
homogeénes.

Réponse. Droite : (1,1,0) +t(0,1,1), t € R.
Correction de I’exercice 5 - Systeme homogeéne

— L, = 2L, : la deuxieme équation est redondante, on la supprime.
— Systeme réduit : x+2y+3z=0etx—y+2=0.
2z

— Soustraction : 3y+2z2=0,doncy = — 3
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_2z_,_ _bz
3 % 3

— Paramétrage : en posant z = 3t (pour éviter les fractions),
(x,y,2) = (=5t, —2t, 3t) = t(=5,-2,3)

— Report : x=y—2=

— Vérification: -5-4+9=0vet-5+2+3=0v
— Structure : c’est une droite vectorielle, de dimension 1 = 3 —rg(A) avec rg(A) =2 v
— Remarque : la solution nulle (t = 0) est toujours présente — c’est la solution triviale.

Réponse. (x,y,2) =t(-5,-2,3),t € R.
Correction de I’exercice 6 - Rang d’un systeme

— Ly—Ly,—L;:y=2.

— Lz« L3z—L;:2y=4,soity =2 — méme information.

— Rang : 2 (deux équations indépendantes), et la troisieme est conséquence des deux
premieres.

— Compatibilité : oui — la solution est y =2 puisx=1-2 = —1.

— Solution unique : (x,y) = (-1, 2).

— Vérifications: -1+2=1v;-14+4=3v;-14+46=5v

— Lecture géométrique : trois droites concourantes au point (—1; 2) — situation non
générique, mais ici compatible.

— Contre-exemple : si la troisieme équation était x + 3y = 6, le systéme deviendrait
incompatible.

Réponse. Rang 2, systeme compatible : (x,y) = (-1, 2).
Correction de I’exercice 7 - Systeme a parametre

— Déterminant : m?>—1=(m - 1)(m+ 1).
Cas 1: m = =1. Systeme de Cramer, solution unique.

1

—L2<—mL2—L1:(mz—l)y=m—1,doncy=m+1.

1
m+1°
Cas 2 : m = 1. Les deux équations deviennent x + y = 1 : une droite de solutions,
(t, 1 —1t).
Cas 3 : m = —1. Le systeme devient —x+y=1letx—y=1,soity—x=1lety—x=-1:
incompatible.

— Par symétrie du systeme, x =

—Contrﬁleavecm=2:x=y=%,et%+%=1 v

— Bilan géométrique : deux droites sécantes (cas 1), confondues (cas 2) ou strictement
paralleles (cas 3).

1
m+1

Réponse. m#= +1 : x =y = -m =1 : droite - m = —1 : aucune solution.

Correction de I'exercice 8 - Quatre inconnues

— Addition : 2x + 2z =4, donc x +z = 2.

— Soustraction : 2y + 2t = -4, doncy+t = —-2.

— Rang : 2 pour 4 inconnues — il y a 2 parametres libres. Posons z =s et t = u.
— Solutions :

x,y,z,t) =(2-5,-2—u, s, u)
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— Ecriture vectorielle : (2,-2,0,0)+s(-1,0,1,0) + u(0, -1, 0, 1).

— Vérificationavecs=1,u=3:(1,-5,1,3)donne1 —-5+1+3=0 v et
1+5+1-3=4v

— Structure : sous-espace affine de dimension 2 dans R*.

— Meéthode : combiner les équations (somme, différence) avant de pivoter révele
souvent la structure immédiatement.

Réponse. (2 -5, -2 —u, s, u), (s,u) € R
Correction de I’exercice 9 - Condition de compatibilité

— Observation : L; =L;+ L, ducoété gauche (1+1=2,14+2=3,14+3=4)v

— Conséquence : la compatibilité exige la méme relation a droite, soita =1+ 2 = 3.
— Vérification par échelonnement : L.; —« L; —L; — L, donne 0 =a — 3.

— Conclusion : compatible si et seulement si a = 3.

Résolution pour a = 3.

— Ly,<Ly,—L;:y+2z=1,doncy=1-2z.

—x=1-y—-2z=1-(1-22)—2z=2z.

— Solutions : (z, 1 — 2z, 2), soit (0, 1,0) + £(1,-2,1).

— Controle avect=1:(1,-1,1)donne 1,1 —-2+3=2et2—-3+4=3 v

Réponse. Compatible ssi a = 3 ; solutions (0,1, 0) + (1, -2, 1).

Correction de I’exercice 10 - Interprétation géométrique

— Normales : (1,1,1) et (1, —1, 2), non colinéaires — les plans sont sécants selon une
droite.

— Elimination : L, « L, — L, donne -2y + z = =3, soit 2 = 2y — 3.
— Report: x=3-y—2=3-y—(2y—-3)=6-3y.
— Paramétrage avecy =t :
(x,y,2) =(6-3t,t, 2t—3)=(6,0,-3)+t(-3,1,2)
— Vérifications : (6,0, —-3)donne6+0—-3=3vet6—-0—-6=0v
— Controle du vecteur directeur : il doit étre orthogonal aux deux normales :
—-3+1+2=0vet-3-14+4=0v

— Autre méthode : le vecteur directeur est le produit vectoriel des deux normales,
(1,1,1)A(1,-1,2)=(3,—-1,—-2) — colinéaire a celui trouvé v

Réponse. Droite (6,0, —3) + t(—3, 1, 2).
Correction de I'exercice 11 - Application : mélange

Notons x, y, z les volumes (en litres).

— Volume total : x+y+2=10.

— Quantité de sucre : 0,1x + 0,2y + 0,5z = 2,5.

— Contrainte : x = 2y.

Résolution.

— En substituant x = 2y : 3y+ 2z = 10, donc z = 10 — 3y.

— Sucre : 0,2y + 0,2y + 0,5(10 — 3y) = 2,5, soit 0,4y + 5 — 1,5y = 2,5.

— Donc1,ly=2,5 d'ouy= %—i’ ~ 2,273 L.
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— Puisx=29~4545Letz=10-72=3%~3182L.

11 11 11
_ Vérifications : volume 20+25+35 _ 110 _ 44, ; sucre S5+5+175_ 275 _ 2,5
11 11 11 11
v
— Plausibilité : les trois volumes sont positifs, la solution est physiquement réalisable
v
Réponse. x = 5—1 y= 2—1 z= % litres.

Correction de I'exercice 12 - Systeme de Vandermonde

Systéme.
a+b+c=2
4a+2b+c=3
9a+3b+c=6

— L,<L,—L;:3a+b=1.

— Lz3<Lz;—L,:5a+b=3.

— Soustraction: 2a =2,donca=1;puisb=1-3=-2etc=2-1+2 =3.

— Parabole : y = x? — 2x + 3.

— Vérifications : 1 - 2+3=2v;4-44+3=3v;9-6+3=6V

— Unicité : le déterminant du systéme est un déterminant de Vandermonde
]_L. <J.(xj —x;)=1x2x1=2=#0 — trois points d’abscisses distinctes déterminent une
unique parabole.

— Forme canonique : y = (x — 1)2 + 2, de sommet (1;2).

Réponse. y = x> — 2x + 3.
Correction de l'exercice 13 - Inverse par Gauss-Jordan

a) On annule sous le premier pivot, puis sous le deuxieme :
— Lye<L,—2L;:(011]-210);L3<L3—L;:(012]-101).
— Lz3<L3—L,:(001]|1—-11). La matrice est échelonnée avec trois pivots égaux a 1.
— Onremonte:L2<—L2—L3 : (010 | -32 _1),‘L1 ‘—LI—L3 pUiSLl ‘—L1—2L2 :
(1006 -31).

b) On a obtenu (I3 | B) : A est inversible (trois pivots) et

6 -31

Al'=(-32 -1
1 -11

c) Premiére ligne de A fois premiére colonne de A™': 6 —6+ 1 = 1 v ; premiére ligne fois
deuxiéme colonne : —3+4 — 1 =0 v ; troisieme ligne fois troisieme colonne :
1-3+3=1v

1 6+ 2 8
dx=A1Yol=(-3-2]=(-5
2 142 3

— Vérification dans le systeme : 8 —-10+3=1v;16-254+9=0v ;8-15+9=2 v

V4 V4 . . _1 7
— Meéthode : les opérations qui transforment A en I3 transforment I;en A~ ; c’est le
méme pivot que pour un systéme, avec trois seconds membres a la fois.
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6 -31
Réponse. A'=( -3 2 -1 );X=(8,-5,3).
1 -11

Correction de I'exercice 14 - Equilibrer une réaction chimique

a) On compte chaque élément des deux cotés :
3a=c (9] 3a—c=0
8a = 2d H)<{8a-2d=0
2b=2c+d (O) 2b—2c—-d=0
_d. _3q23d _o+d_3d,2d_5d
b) (H) donne a = i ; (C) donne ¢ = 3a 1 (O) donne b c+2 a + 4 1
_ - . —4(1 53
Solutions : (a, b, ¢, d) d(4,4,4,1),deR.
c) Plus petits entiers: d =4, d'oua=1,b =05, c=3.
C3H8+502_’3002+4H20

— Vérification: C:3=3;H:8=8;0:10=6+4 v

d) Trois équations indépendantes (trois pivots) pour quatre inconnues : le rang vaut 3,
I’ensemble des solutions d’un systéeme homogene est un sous-espace de dimension

4 — 3 =1 : une droite. Physiquement : on peut multiplier une réaction équilibrée par
n’importe quel facteur.

Réponse. C3H8 +5 02 -3 C02 + 4H20

Correction de l’exercice 15 - Synthese : discussion complete
— L2(—L2—L1 : (a—l)y=a—1

— LyeL;—L;:(@a-Dz=a*-1=(a—-1)(a+1).

Cas 1 :a # 1. On peut diviser par a — 1.

—y=letz=a+1.

— Puisx=1-y—-2z=1-1—-(a+1)=—-a-1.

— Solution unique : (x,y,2) =(—a-1,1,a+1).

— Vérification aveca=2:(-3,1,3)donne -3+1+3=1v ;-3+2+3=2v;
-3+1+6=4=ad%v

Cas 2 : a = 1. Les trois équations deviennent x + y + z = 1 (et les seconds membres
valent tous 1).

— Le systeme est compatible, de rang 1 : les solutions forment un plan,
x,y,2)=(1,0,0)+s(-1,1,0) + u(-1,0,1)
— Bilan : solution unique pour a # 1, plan de solutions pour a = 1 — jamais
d’incompatibilité ici.

Réponse.a=1:(—a—1,1,a+1)-a=1:leplanx+y+z=1.
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