Chapitre 3 - Dérivation locale 1

Plaquette 3 - Equation de tangente

Dérivation locale — Premieéere spé maths
Corrections détaillées

Boite a outils

Equation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse a :
y=f(a)(x—a)+fla)

On y lit tout : le coefficient directeur est f(a), et la droite passe par le point

Al(a; fla)).
Les quatre questions classiques.

— 1. Tangente en a : calculer f(a), puis f(a), puis appliquer la formule et développer.
— 2. Tangente horizontale : résoudre f(x) = 0.

— 3. Tangente parallele a la droite y = mx + p : résoudre f(x) = m (deux droites
paralleles ont le méme coefficient directeur).

— 4. Tangente passant par un point B extérieur a la courbe : écrire la tangente au
point d’abscisse a (inconnue), puis traduire « elle passe par B » — on obtient une
équation en a.

Position relative de la courbe et de sa tangente. On étudie le signe de
d(x) = f(x) = [f(a)(x — a) + fla)]
Cette différence s’annule toujours en a : elle se factorise donc par (x — a), souvent par
(x— a)z.
Approximation affine. Pour h petit :

fla+ h) = fla) + hf(a)

C’est la tangente qui remplace la courbe au voisinage de a.
AN J

Correction de I’exercice 1 - La formule, appliquée telle quelle

On applique la formule du cours :
y=f(a(x—a)+fla) aveca=3

— Valeur de la fonction : f(3) = 9.
— Dérivée : f(x) = 2x, donc f(3) = 6.
— Substitution : y = 6(x — 3) + 9.
— Développement : y =6x—18+9 = 6x—9.
T:y=6x—-9
— Controle : pour x = 3, la tangente donne 18 — 9 =9, qui est bien f(3) v — une
tangente passe toujours par son point de contact.

Erreur fréquente. Ecrire y = 6x + 9 : le +f(a) s’ajoute apres avoir développé f(a)(x — a),
il ne remplace pas —18.

Réponse. y = 6x — 9.
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Correction de l'exercice 2 - Tangente a une cubique
— Valeur: f(1)=1-2=-1.
— Dérivée : f(x) =3x>—2,donc f(1)=3-2=1.
— Formule :
y=fMKx-1D+f1)=1xKx-1)+(-1)

— Développement : y=x—-1-1=x-2.

T:y=x-2
— Controle du point de contact : la tangente donne 1 —2 = -1 =f(1) v
— Controle de la pente : le coefficient directeur 1 est bien f(1) v

Lecture. La tangente monte doucement (pente 1) : au voisinage de x = 1, la courbe se
comporte comme la droite y = x — 2.

Réponse. y = x — 2.
Correction de I’exercice 3 - Tangente a I’hyperbole

— Valeur : f(2) = %

— Dérivée : f(x) = —-L, donc
X
- _1
— Formule : y = Lx-2y+1
: 1 5
_ Dé y=—1y 1,1 _ 1
Deéveloppement : y 71X + 5 + 5 7 +1
cy= 1
T:y 71X +1
— Controle : pour x = 2, la tangente donne —% +1= % =f(2) v

Cohérence. La fonction inverse est décroissante sur ]0; +«[ : sa dérivée est négative
partout, et la tangente descend bien.

Réponse. y = —%x + 1.

Correction de I'exercice 4 - Tangente a la racine carrée

— Valeur : g(4) = 2.
1

— Der1vee:g(x)=m, donc
oy 1 1
9 =553 71
— Formule : y = %(x—él) + 2.
—Développement:y=%x—1+2=%x+1.
v = 1
T:y 4x+1

— Controle : pour x =4, on obtient 1 +1 =2 =g(4) v

Une remarque utile. La courbe de la racine carrée est sous sa tangente : pour x = 9, la
tangente donne 3,25 alors que g(9) = 3. C’est vrai en tout point, et c’est ce qui rend
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I’approximation affine toujours légerement excédentaire ici.

Réponse. y = %x + 1.

Correction de l’exercice 5 - Chercher une tangente horizontale

Une tangente horizontale a un coefficient directeur nul :
fo=0

— Dérivée : f(x) = 2x — 6.

— Equation : 2x — 6 = 0, donc x = 3.

— Ordonnée : f(3) =9-18+5 = —4.

— Equation de la tangente : y = 0 X (x — 3) + (—4), soit
T:y=-4

Le point de contact est S(3; —4) : c’est le sommet de la parabole, et la tangente y est la
droite horizontale d’équation y = —4.

Lien avec le second degré. La forme canonique f(x) = (x — 3)2 — 4 donne le méme
sommet : la dérivée et la forme canonique se confirment mutuellement.

Réponse. Point S(3; —4), tangente y = —4.
Correction de I’exercice 6 - Tangente parallele a une droite

Deux droites sont paralleles lorsqu’elles ont le méme coefficient directeur. On cherche
donc x tel que :

fx)=3

— Dérivée : f(x) = 2x — 1.
— Equation : 2x — 1 = 3, donc 2x = 4 et x = 2.
— Ordonnée : f(2) =4—-2 = 2.
— Tangente : y=3(x—2)+2=3x—-6+2 = 3x—4.
T:y=3x—-4
— Controle : T a bien pour coefficient directeur 3, comme la droite donnée, et elle passe
par (2;2) v
— Les deux droites sont distinctes (—4 # 1) : elles sont donc strictement paralleles.

Méthode a retenir. « Parallele a » se traduit toujours par une équation sur f, jamais
sur f.

Réponse. Point (2; 2), tangente y = 3x — 4.
Correction de I'’exercice 7 - Deux tangentes de méme pente
— Dérivée : f(x) = 3x>.
— Condition :
3x?=3ex?=1=x=1 ou x=-1
— Premier point : f(1)=1,douy=3(x—-1)+1=3x-2.
— Second point : f(—1) = -1, douy=3(x+1)—-1=3x+ 2.
Ti:y=3x-—2 Ty y=3x+2

— Controle : les deux droites ont le méme coefficient directeur 3 mais des ordonnées a
I'origine différentes : elles sont paralleles et distinctes v
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Le piege. Répondre une seule tangente. L’équation f(x) = m est ici du second degré :
elle peut avoir deux solutions, et il faut les traiter toutes les deux.

Réponse. y=3x—2(enx=1)ety=3x+2 (enx = —1).
Correction de I’exercice 8 - Lire I’équation d’une tangente

a) Coefficient directeur de la droite (AB) :

yA_yB_1—5_—_4=_2
2

M=Xa=Xg 2-0

— Ordonnée a l'origine : la droite passe par B(0;5), donc p = 5.
T:y=-2x+5

— Controle : pourx=2,-4+5=1=y, v

— b) La tangente passe par le point de contact A, donc f(2) = 1.

— Son coefficient directeur est le nombre dérivé :

f(2)=-2

A retenir. Une tangente tracée sur un graphique donne deux informations d’un coup : la
valeur de la fonction (par le point de contact) et celle de la dérivée (par la pente).

Réponse. a) y=-2x+5—Db) f(2) =1 et f(2) = —-2.
Correction de l’exercice 9 - Une tangente issue d’un point extérieur

On écrit la tangente en un point d’abscisse a inconnue.
— fla) = a? et f(a) = 2a, donc :
T,y =2a(x—a)+a? = 2ax — 2a* + a? = 2ax — a*
— On traduit « T, passe par B(0; —1) » : on remplace x par 0 et y par —1.
—1=2ax0-a*’e-1=-a’=a*=1
— Donca=1oua=-1.
— Poura=1:y=2x—-1.Poura=-1:y=-2x-1.
Il y a donc deux tangentesissuesde B: y=2x—1ety=-2x—1.

— Controle : les deux droites passent par (0; —1) v, et x2—02x—-1)=(x— 1)2 ne
s’annule qu’en 1 : il y a bien contact simple v

Attention a la rédaction. B n’est pas le point de contact : on ne peut pas écrire la
tangente « en B ». L’inconnue est ’abscisse a du point de contact.

Réponse. y=2x—1ety=—-2x—-1.
Correction de I’exercice 10 - La courbe et sa tangente
a) f(1) =1 et f(x) = 3x2, donc f(1) = 3.
T:y=3(x—1)+1=3x-2
b) On étudie le signe de la différence :
dx) =x3-(3Bx—-2)=x3-3x+2

— Racine évidente : d(1) =1 — 3 + 2 = 0 — c’était attendu, la courbe touche sa tangente
enx=1.

— Factorisation : d(x) = (x — 1)(x2 +x — 2), et x2+x—2 = (x— 1)(x + 2), donc

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 3 - Dérivation locale 5

dx) = (x — 1)%(x + 2)

— Signe : (x — 1)2 = 0, donc le signe de d est celui de x + 2.

Intervalle | ]—o;—2[ | ]-2; +o[
Signe de d(x) - +

La courbe est en dessous de T pour x < —2, au-dessus pour x > —2, avec contact en
x = 1 et traversée en x = —2.

— Controle : f(—3) = —27 et T(—3) = —11 : la courbe est bien en dessous v

Réponse. a) y = 3x — 2 — b) courbe au-dessus de T sur ]—2; +«[, en dessous avant.
Correction de I'exercice 11 - Calculer une racine de téte

Approximation affine. Au voisinage de a, la courbe se confond presque avec sa
tangente :

gla+h) = g(a) + hg'(a)

. , 1 1
— Icia=4,h=0,04,g(4)=2etg4) = —= = .

— Calcul :

V4,04 =2 40,04 x % =2+0,01 =2,01

— Valeur réelle : 4,04 = 2,009975...

— Erreur : environ 0,000025, soit moins d’un cent-millieme : I’approximation est
excellente.

Pourquoi c’est si précis. La courbe de /x est tres peu courbée en x = 4, et h est petit.
L’erreur augmente vite si I’on s’éloigne : pour /5, la tangente donnerait 2,25 contre
2,236 réellement.

Sens de I’écart. La courbe étant sous sa tangente, ’approximation est toujours par
exces ici.

. A -5
Réponse. /4,04 =~ 2,01, avec une erreur d’environ 2,5 x 107",

Correction de I’exercice 12 - Tangente a l’intersection avec 1’axe des
ordonnées

Le point d’intersection avec I’axe des ordonnées a pour abscisse 0O : on travaille donc
ena=0.

— Ordonnée : f(0) = 3. Le point est A(0; 3).
— Dérivée : f(x) = 2x + 2, donc f(0) = 2.
— Tangente :
y=2(x—0)+3=2x+3
T:y=2x+3
— Controle : la tangente coupe elle aussi I’axe des ordonnées en 3 v — c’est normal,
elle passe par A.

Remarque pratique. En a = 0, la formule se simplifie : I’équation de la tangente est
toujours

y=f(0)x+f(0)
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autrement dit, f(0) est 'ordonnée a 1’origine et f(0) la pente.

Réponse. y = 2x + 3.
Correction de l'exercice 13 - L’angle de tir

On note f(x) = —0,05x? + x, de dérivée f(x) = —=0,1x + 1.

a) Au départ : f(0) = 1. La trajectoire part avec une pente de 1, c’est-a-dire un angle de
45° avec I’horizontale.

b) Trajectoire horizontale : f(x) = 0 donne —0,1x+ 1 = 0, soit x = 10.
f(10) =-5+10=5

— Le sommet est le point (10;5) : le ballon culmine a 5 m, a 10 m du lanceur.

— c¢) Retour au sol : f(x) = 0 donne x(—0,05x + 1) = 0, soit x = 0 ou x = 20. Le ballon
retombe en x = 20, et

fRO)=-2+1=-1
— La pente vaut —1 : le ballon retombe avec le méme angle qu’au départ, mais vers le
bas.

Symeétrie. Les pentes au départ et a I’arrivée sont opposées : c’est la symétrie de la
parabole par rapport a la verticale du sommet.

Réponse. a) pente 1 — b) point (10;5) — c) pente —1.
Correction de I'exercice 14 - Retrouver deux coefficients

La condition « tangente au point d’abscisse 1 » impose deux égalités :
— la courbe et la droite se touchent en x = 1 : f(1) est égal a 'ordonnée de la droite en 1
— elles ont la méme pente : f(1) = 3.
Premiere équation. f(x) = 2x+a, donc f(1) =2 +a =3, d’ou
a=1
Seconde équation. La droite donney=3x1—-1=2, donc f({1) =2:
l+a+b=2=1+1+b=2=b=0
Ainsi fix) = x? + x.

— Vérification : f(1) =2 v ; f(x) =2x+ 1 donne f(1) =3 v ; et
f)—(Bx—1)=x*—2x+1=(x—1)*=0:ily a bien contacten x =1 v

A retenir. « Etre tangente » se traduit toujours par deux conditions : méme ordonnée et
méme pente.

Réponse. a =1 et b = 0, soit f(x) = x> + x.
Correction de l'exercice 15 - Cette droite est-elle tangente ?

Méthode 1 — par l'intersection. On cherche les points communs :
X2=4x—-4ox*—4x+4=0=(x-2)"=0
— L’équation a une racine double x = 2 : la droite et la parabole n’ont qu’'un seul point
commun, (2;4). C’est la signature d’une tangence.

Méthode 2 — par la dérivée. Avec f(x) = x2, on a f(x) = 2x. La pente 4 impose 2x = 4,
donc x = 2. La tangente en ce point s’écrit :

y=4(x—-2)+4=4x-4
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C’est exactement la droite proposée : elle est donc bien tangente, au point (2; 4).

Controle du signe. x2—(@Ax—4)=(x— 2)2 = 0 : la parabole reste au-dessus de la droite,
qu’elle touche sans la traverser v

A retenir. Une droite est tangente a une parabole si et seulement si 1’équation
d’intersection a un discriminant nul.

Réponse. Oui, avec contact en (2;4).
Correction de l'’exercice 16 - Synthese : tangente d’une cubique

a)f(1)=1-3=-2etf(x) =3x*>—6x, donc f(1) =3 -6 = -3.
T:y=-3(x—-1)—-2=-3x+3-2=-3x+1
— b) f(x) =3x(x—2) =0 donne x =0 ou x = 2.
— fl0)=0et f(2) =8 - 12 = —4 : les points a tangente horizontale sont (0;0) et (2; —4).
— ¢) On étudie la différence :
dx)=x3-=3x>=(-3x+1)=x3=-3x*+3x-1
— On reconnait une identité remarquable :
dx) = (x—1)°
— Contréle: (x—1)°=x3-3x2+3x—-1 v
— Le cube alesignede x—1 :d(x) <0 pour x <1 et d(x) > 0 pour x > 1.

La courbe est en dessous de T avant 1, au-dessus apres : elle traverse sa tangente au
point de contact. C’est un point d’inflexion.

Réponse. a) y=—-3x+1 —b) (0;0) et (2; —4) — c) la courbe traverse T en x = 1.
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