Chapitre 10 - Géométrie repérée

Plaquette 2 - Droites et cercles

Géométrie repérée — Premiere spé maths
Corrections détaillées

Boite a outils

Droite. Equation cartésienne ax + by + ¢ = 0, avec ﬂ’<;b> pour vecteur directeur. Si

b # 0, I'’équation réduite s’écrit y = mx + p avec
_ VBT Va
M= Xp—Xa
Cercle de centre Q(a; b) et de rayon r : c’est ’ensemble des points M tels que
QM =r,d’ou

(x—a)’+ (y—b)* =r?

Forme développée. Une équation du type x2 + y?> + ax + By + y = 0 se rameéne a la
forme précédente en écrivant deux formes canoniques, une en x et une en y :

2 a\’ _ a?

X“+ax=(x+5) — =

(x+%) -4

Le second membre obtenu est alors r? : s’il est négatif, il n’y a aucun point ; s’il est
nul, un seul point.

Cercle de diametre [AB] : centre au milieu de [AB], rayon AB . caractérisé par

2
MA - MB = 0.
Tangente a un cercle en un point T : droite passant par T et perpendiculaire au
rayon [QT] ; elle admet donc QT pour vecteur normal.

Intersections. Droite et cercle : on substitue ’expression de y (ou de x) tirée de
I’équation de la droite dans celle du cercle ; le discriminant donne alors 2, 1 ou 0
point.

-

Correction de I’exercice 1 - L’équation d’une droite par deux points

Vecteur directeur : E<f 4>, que I’on simplifie en <1_ 1>.

— Un vecteur normal s’en déduit en échangeant les coordonnées et en changeant un

Sine-r_i1
gne : 1)

— Equation : de la forme x+ y+c = 0. Le point A(1; 3) donne 1 + 3+ ¢ =0, donc
c=-—4.
AB): x+y—4=0

— Equation réduite : on isole y.
y=-x+4
— Vérifications : A donne -1 +4 =3 v etBdonne -5+4=-1v

Controle par le coefficient directeur :
-1-3

—YBTVa _ -—4__4
4

M= Xg—Xa 5—-1
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ce qui correspond bienay=-x+4 v

Réponse. x +y—4 =0, soit y = —x + 4.
Correction de I’exercice 2 - Appartenance et vecteur directeur

— a) On remplace les coordonnées dans 1’équation.
— Pour A(0;3):0—-6+6 =0 v Le point A appartient a d.
— Pour B(2;5): 6 —10+ 6 =2 # 0. Le point B n’appartient pas a d.

— b) Dans ax + by + ¢ = 0, un vecteur directeur est (;b> :

)

— Le coefficient directeur est le quotient des coordonnées du vecteur directeur :

-3 _
=5 1,5
— Controle : I'équation réduite s’écrit y = 3”‘27"'6 =1,5x+ 3 v — on y lit aussi

I’ordonnée a l'origine 3, cohérente avec 1’appartenance de A(0; 3).
Erreur a éviter. Le vecteur directeur n’est pas <?:2> : celui-ci est le vecteur normal.
Réponse. a) A oui, Bnon — b) U(2;3) et m=1,5.
Correction de I'’exercice 3 - Une parallele passant par un point

L’idée. Deux droites paralleles ont le méme vecteur normal : I’équation de d” a donc les
mémes coefficients a et b, seule la constante change.

d:2x+5y+c=0
— On détermine c avec le point C(4; —1) :
2xX4+5%x(-1)+c=0=3+c=0
— Donc ¢ = 3.
d:2x+5y—3=0

— Surprise : on retrouve exactement I’équation de d ! Cela signifie que le point C
appartient a d : la parallele passant par C est donc d elle-méme.

— Vérification : 2 x4 +5x(-1)-3=8-5-3=0v

Ce que l’exercice enseigne. Avant de conclure, on teste toujours si le point donné
appartient déja a la droite : sinon on annonce une « paralléle » qui est la droite de
départ.

Réponse. C appartient a d : la parallele cherchée est d elle-méme, 2x + 5y — 3 = 0.
Correction de l'exercice 4 - Intersection de deux droites

Méthode : résoudre le systéme.

2x—-y—1=0
x+3y—11=0

— De la premiere équation : y = 2x — 1. On substitue dans la seconde :
x+32x—-1)-11=0ex+6x—3-11=0=7x=14

— Doncx=2,puisy=2x2-1=3.
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Le point d’intersection est I(2; 3).
— Vérification dans les deux équations: 4 -3 -1=0vet2+9-11=0 v
Avant de calculer, un réflexe. On vérifie que les droites ne sont pas paralleles : leurs
vecteurs normaux <2_1> et <:lg> ne sont pas colinéaires (6 + 1 = 7 # 0), donc
I'intersection existe et est unique.
Réponse. I(2; 3).
Correction de I’exercice 5 - L’équation d’un cercle
Forme canonique. Un point M(x;y) appartient au cercle si et seulement si QM =5,
c’est-a-dire QM?* = 25 :
(x—3)*+(y+2)° =25
— Attention au signe : le centre a pour ordonnée —2, donc on écrit
- (=2))% = v +2)"

Forme développée. On développe les deux carrés :

X2 —6x+9+y>+4y+4=25
— soit, en regroupant :

x2+y?—6x+4y—-12=0

— Vérification avec un point : le point (8; —2), situé a 5 unités a droite du centre,
donne 64+4-48-8-12=0v

Les deux formes, deux usages. La forme canonique se lit (centre et rayon immeédiats) ;
la forme développée sert aux calculs d’intersection.

Réponse. (x — 3)° + (y + 2)* = 25, soit X2 + y2 — 6x + 4y — 12 = 0.
Correction de l’exercice 6 - Lire le centre et le rayon

On compare a la forme de référence :
(x— a)2 +(y— b)2 = r? centre Q(a;b), rayon r

a) Q(1;4)etr=/9 =3.

b) (x + 5)° = (x — (—5))%, donc Q(-5;0) et r =7 = 2,65.

c) QO;-3)etr=1.
Les deux pieges.
— Le signe : (x + 5)* correspond a une abscisse de centre égale a —5, pas a 5.
— Le rayon : le second membre vaut r, pas r. En b), le rayon est J7 et non 7.

Controle rapide. Le point (1; 7) appartient-il au cercle a) ? 0 + 9 = 9 v : il est bien sur le
cercle, a 3 unités au-dessus du centre.

Réponse. a) Q(1;4), r=3 —Db) Q(=5;0), r=J7 —c) Q0;-3), r=1.
Correction de I’exercice 7 - Reconnaitre un cercle développé

Méthode : deux formes canoniques, une pour x, une pour y.
— Enx:x*’—4x = (x—2)2—4.

— Eny:y*+6y=(y+3)*-0.
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— On remplace dans I’équation :
(x—2)>—4+(@y+3)°-9-3=0
— On isole :
(x—2)*+(y+3)° =16
Conclusion. C’est le cercle de centre Q(2; —3) et de rayon r = 4.

— Vérification : le point (6; —3) donne 36 + 9 — 24 — 18 — 3 =0 v et il est bien a 4 unités
du centre.

La régle du « moitié puis carré ». Pour x? + ax, on prend la moitié de a, on la met
dans la parenthese, et on retranche son carré. Ici a = —4, donc moitié —2, et on
retranche 4.

Réponse. Cercle de centre Q(2; —3) et de rayon 4.
Correction de l'exercice 8 - Quand ce n’est pas un cercle

On applique la méme méthode que pour un cercle.
— Enx:x2—2x=(x—1)2—1.
— Eny:y?+8y=(y+4)°—16.
— L’équation devient :
x—1) =14 (y+4)2-16+20=0=(x-1)*+(y+4)*=-3
Conclusion. Une somme de deux carrés est toujours positive ou nulle : elle ne peut pas
valoir —3. L’ensemble cherché est donc vide.

Les trois cas possibles. Aprées réduction, le second membre k décide :

Valeur de k k>0 k=0 k<O

Ensemble cercle de rayon Vk | un seul point (le centre) | ensemble vide

Ce qu’il ne faut pas faire. Ecrire « rayon = /=3 » : la racine carrée d’un nombre négatif
n’existe pas dans R, et la bonne réponse est « aucun point ».

Réponse. L’ensemble est vide : on obtient (x — 1)2 +(y+ 4)2 = —-3.
Correction de I'exercice 9 - Le cercle de diametre donné

Centre : c’est le milieu de [AB].
Q(—1+5;2+6) =Q(2,4)

2 2
Rayon : c’est la moitié du diametre.
— AB =62 +4% = /52 = 2/13, donc r = J13.
— Equation :
x=2)+(y-4)>*=13
— Vérification avec A : (—3)2 + (—2)2 =90+4=13 v
— Vérification avec B : 3° + 2% =13 v

Autre méthode, par le produit scalaire. Le cercle de diameétre [AB] est I’ensemble des
M tels que MA - MB = 0, soit

=1=-06-x)+2-y)6-y)=0
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qui se développe en x? + y> —4x — 8y + 7 = 0 — la méme équation, sous forme
développée.

Réponse. (x —2)° + (y—4)” = 13.
Correction de l'exercice 10 - Un point est-il sur le cercle ?

On calcule a chaque fois QMZ, avec Q(1; —2), et on compare a r? = 25.
a) QA? = 4 - 1)2 + 2+ 2)2 =9+ 16 =25. Egal a r? : le point A est sur le cercle.
b) QB?=0+ 1+ 2)2 =9 < 25 : le point B est a I'intérieur du disque.
c)QC*=36+25=61>25:1e point C est a I’extérieur.
La regle générale, pour un cercle de centre Q et de rayon r:
QM < r: intérieur QM = r : sur le cercle QM > r: extérieur

Astuce de calcul. On compare toujours les carrés : cela évite les racines carrées et les
arrondis.

Réponse. a) sur le cercle — b) intérieur — c) extérieur.
Correction de I'exercice 11 - Intersection d’une droite et d’un cercle

Méthode : substitution. On remplace y par x + 1 dans I’équation du cercle.
X2+ (x+1)* =125
— Développement : x? + x? + 2x + 1 = 25, soit 2x% + 2x — 24 = 0.
— Ondivise par2 : x2+x—12 = 0.
— Discriminant : A = 1+ 48 =49 > 0, donc /A = 7.
-1-7 _ _ _—=1+7 _
5 = —4 et X2 5 3.
— Ordonnées : y = x + 1 donne —3 et 4.
Les points d’intersection sont M(—4; —3) et N(3;4).
— Vérification : 16 +9=25vet9+16=25 v

Ce que le discriminant raconte. A > 0 : la droite est sécante (deux points) ; A =0 : elle
est tangente ; A < 0 : elle ne coupe pas le cercle.

Réponse. M(—4; —-3) et N(3;4).

— Racines : x; =

Correction de l'exercice 12 - La tangente au cercle

a) Rayon :

r=0T=\{(5-22+(5-1)2=/9+16 =5
— b) Propriéteé clé : la tangente en T est perpendiculaire au rayon [QT]. Elle admet
donc W<Z> pour vecteur normal.

— Son équation est de la forme 3x + 4y + ¢ = 0 ; le point T(5; 5) donne
15+204+c=0=c=-35
3x+4y—-35=0

— Vérification : Tdonne 15+20-35=0 v

— Controle de la tangence : le centre QQ donne 6 + 4 — 35 = —25 # 0, donc Q n’est pas
sur la droite — cohérent, la tangente ne passe pas par le centre.
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La recette. Tangente en un point d’un cercle : vecteur normal = QT, et on passe par T.
Aucun discriminant n’est nécessaire.

Réponse. a)r=5—Db) 3x+4y—-35=0.
Correction de I'’exercice 13 - Droite tangente ou sécante ?

On cherche les points communs par substitution :
x2+ (3x—10)* =10
— Développement : x> + 9x2 — 60x + 100 = 10, soit 10x? — 60x + 90 = 0.
— On divise par 10 : x> — 6x+ 9 = 0.
— Discriminant : A = 36 — 36 = 0.

Conclusion. Le discriminant est nul : il y a un seul point commun, la droite est
tangente au cercle.

— Point de contact : x = % =3,puisy=3x%x3—-10=—1. Le point est T(3; —1).

— Vérification : 9+ 1 =10 v — T est bien sur le cercle.

— Controle de la perpendicularité : WC 1> et le vecteur directeur de d, < :13>
vérifient 3 — 3 = 0 v Le rayon est bien perpendiculaire a la droite.

On retrouve (x — 3)? = 0 : la racine double est la signature algébrique de la tangence.

Réponse. Tangente, au point T(3; —1).
Correction de l'exercice 14 - La zone de couverture

a) On compare QV au rayon :
QV?=(12-4)*+(8-3)* =64 + 25 = 89
— Orr?=100 > 89 : la ville est a I'intérieur du disque, donc couverte. (QV =/89 = 9,4
km.)
— b) Le cercle a pour équation (x — 4)2 +(y— 3)2 = 100. On substitue y =2x—-9:

(x—4)*+(2x—12)* =100

— Développement : x> — 8x + 16 + 4x? — 48x + 144 = 100, soit 5x? — 56x + 60 = 0.

— Discriminant : A = 3136 — 1200 = 1936, et /1936 = 44.
56 —44 _ _56+44 _
T—I,Z etxz—i10 10.

— Ordonnées : y = 2x — 9 donne —6,6 et 11.

— Racines : x; =

La route entre dans la zone en (1,2; —6,6) et en sort en (10;11).
— Contréle : (10 —4)*+ (11 -3)*=36+64 =100 v
Réponse. a) oui (QV=9,4<10) —Db) (1,2;-6,6) et (10;11).

Correction de I’exercice 15 - Synthese : cercle, corde et tangente

a) Formes canoniques : x? = 2x = (x — 1)2 —1et y2 —4y=(y— 2)2 — 4, donc
x-1)°+y—-2)7>=25
— Centre Q(1;2), rayon 5.
— b)Test: (6—1)*+(4—2)*=25+4 =129 = 25.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 10 - Géométrie repérée 7

— Le point A n’appartient pas au cercle : il est a I’extérieur, puisque 29 > 25. Il n'y a
donc pas de tangente « en A ».

— c¢) Les points de I’axe des abscisses ont pour ordonnée O :
x—1)°+(0-2)°"=25=(x—1)"=21
— Donc x — 1 = /21, soit
x=1-J21 =-3,58 ou x=1+/21 =5,58
— Les points cherchés sont (1 —\21; O) et (1 +21; O).

La lecon du b). Avant d’appliquer une méthode, on vérifie les hypotheses : ici, le point
annoncé n’était pas sur le cercle, et le signaler fait partie de la réponse.

Réponse. a) Q(1;2), r=5 — b) A n’est pas sur C — c) (1 +/21 ;0).
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