Chapitre 8 - Trigonométrie 1

Plaquette 3 - Equations trigonométriques

Trigonométrie — Premiére spé maths
Corrections détaillées

Boite a outils

Equation en cosinus. Poura € [—1;1], si a est une solution :
cosx=cosaex=a+ 2kn ou x=—-a+ 2ko (k € Z)

Les deux solutions d’un tour sont opposées : les points sont symétriques par rapport
a I’axe des abscisses.
Equation en sinus.

sinx =sinaex=a+2kmg ou x=n—a+2ko (k € Z)

Les deux solutions d’un tour sont supplémentaires : symétrie par rapport a I’axe des
ordonnées.

Pas de solution si |a| > 1, puisque cosinus et sinus restent entre —1 et 1.
Méthode, en quatre temps.

— 1. Isoler cosx ou sinx (ou se ramener a une égalité de cosinus).

— 2. Reconnaitre une valeur remarquable a.

— 3. Ecrire les deux familles de solutions avec +2Kkir.

— 4. Sélectionner celles qui appartiennent a l'intervalle demandé, en faisant varier
k.

Equation en 2x ou en x + ¢. On résout d’abord en posant X = 2x (ou X = x + @), puis
on revient a x : attention, diviser par 2 transforme 2k en km, ce qui double le
nombre de solutions par tour.

Inéquation. On repere sur le cercle I’arc ou la condition est vérifiée, puis on le
traduit en intervalle.
. J

Correction de I’exercice 1 - Premiere équation en cosinus

Ftape 1 — la valeur remarquable. On sait que cos% = % donc I’équation s’écrit

COSX = COS %

Ftape 2 — les deux familles de solutions.

X=%+2kﬂ ou x=—%+2ku (k € Z)

Ftape 3 — la sélection dans ]—17; 7]. Pour k = 0, on obtient % et —%, tous deux dans
I'intervalle. Pour k = 1 ou k = —1, les valeurs dépassent 11 ou —1I.
-/ _O.1I
5= < 3’ 3>
Sur le cercle. Une droite verticale d’abscisse % coupe le cercle en deux points,

symétriques par rapport a I’axe des abscisses : d’ou deux solutions opposées.

A =/_I0.1I
Reéponse. S —< 373
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Chapitre 8 - Trigonométrie

Correction de I’exercice 2 - Premiere équation en sinus

Valeur remarquable : sin I =1 donc I’équation s’écrit sinx = sin Z.

6 2’ 6
Les deux familles, cette fois avec le supplémentaire :

_ I —g-I on
—6+2kH ou xX=1 6+2kH 5 + 2km

Sélection dans ]—m; ] : pour k = 0, on obtient % et %7 tous deux dans l'intervalle.

S = <1:r 51

La différence a ne pas confondre. Pour un cosinus, les solutions sont opposées ; pour
un sinus, elles sont supplémentaires. Sur la figure, la droite horizontale d’ordonnée 1

2
coupe le cercle en deux points symétriques par rapport a I’axe vertical.
Réponse. S = <H oo\,
Correction de I'’exercice 3 - Avec un second membre négatif
On cherche I'angle de référence. La valeur g correspond a % ; le signe moins place

les solutions a gauche de 1’axe vertical, donc dans les deuxiéme et troisieme quadrants.

— On utilise cos (T — x) = —cosx :
_ﬁ - _ o _ _ o\ _ 3
7 = COS Z = COS (H Z) COS T
— L’équation devient cosx = cos 34—H d’ou
3o _ _3m
x—4+2k11 ou x = 4+2kH

— Sélection : pour k = 0, les deux valeurs appartiennent a ]—ir; m].

_J_3m.3m
S_< 4'4>

— Vérification : cos(—3—H) = cos 3 = _J2 v

4 2
Réponse. S < Sm. 31 >

Correction de I'’exercice 4 - Un sinus négatif
m_J3
3 2
horizontal, donc dans les troisiéme et quatriéme quadrants.

Angle de référence : sin . Le signe moins place les solutions sous l’axe

— On utilise sin(—x) = —sinx :
_\/§ eI o @
5 = sm§ = sm( §)
— Les deux familles de solutions, avec a = —% :

x=—%+2ku ou X=H+%+2kﬂ=47ﬂ+2kﬂ
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Chapitre 8 - Trigonométrie 3

— Sélection dans ]—m; ] : la premiere famille donne —% pour k = 0. La seconde donne

4?”, hors de l'intervalle ; avec k = —1 :
An _ oo 20
3 210 3
-/ _ 2o, _o
S _< 3’ 3

— Controle : les deux points sont bien symétriques par rapport a 1’axe vertical, et sous
I’axe horizontal v

4 =/_2o. _1
Reponse.S—< 373

Correction de I'’exercice 5 - Les cas particuliers
Ces équations se lisent directement sur le cercle : on cherche les points dont 1’abscisse

(ou ’ordonnée) vaut 0, 1 ou —1.

a) L’abscisse est nulle sur I’axe vertical : deux points, en haut et en bas.

_/_o. 1
S_< 2'2>

b) L’ordonnée est nulle sur I’axe horizontal : les points I et son opposé, soit x = 0 ou
x=1.Dans |-m;m]:S = {0;m}.
c) L’abscisse vaut 1 seulement au point I : une unique solution, x = 0.

d) L’ordonnée vaut —1 seulement au point le plus bas : x = —%.
Le point important. Quand a = 1 ou a = —1, la droite est tangente au cercle : il n’y a

plus qu’une solution par tour, au lieu de deux.

Réponse. a) i% —b)0etm—c)0—d) —%.

Correction de l’exercice 6 - Quand il n’y a pas de solution

On commence toujours par isoler le cosinus ou le sinus, puis on compare a [—1;1]:
—1=cosx=1 —1=<sinx=1

— a) 2 > 1 : aucune solution, S = @.
4

— b) On isole : sinx = 3= 1,33 > 1 : aucune solution.
— ¢) Onisole : 2cosx = —1, donc cosx = —%, valeur bien comprise entre —1 et 1.
— Oor-L = —cosZ = cos2Z Jot
Or 5 cos3 cos3,dou
x=2?ﬂ+2k1:r ou x=—2?ﬂ+2kn (k € Z2)

Le réflexe a prendre. Avant toute recherche de valeur remarquable, on vérifie que le
second membre est bien dans [—1; 1] : cela évite de chercher une solution qui n’existe
pas.

Réponse. a) etb) @ —c) x = 12?” + 2Kki1.

Correction de I’exercice 7 - Ecrire toutes les solutions

— Valeur remarquable : sin% g

— Toutes les solutions :
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Chapitre 8 - Trigonométrie 4

=%+2k1‘[ ou x=i—ﬂ+2kﬂ (k € Z)

— Sélection dans [0; 217], en faisant varier k :

— premiére famille : k = 0 donne & ; k = 1 donne =X 91

i e > 21, rejete ;

— seconde famille : k = 0 donne SiT k = 1 donne 1}{-’ > 211, rejeté ;
— k = —1 donnerait des valeurs négatives dans les deux cas.
S = <1'I 3

Rédaction attendue. « k € Z » n’est pas facultatif : sans lui, on ne décrit qu’'une solution
parmi une infinité. Et la sélection se fait en testant les valeurs de k, pas a l'intuition.

Réponse. x = % + 2k ou X = 347 + 2k ; dans [0;2m] : & et 3;

Correction de I'exercice 8 - Une équation ou I’angle est doublé

On résout d’abord en 2x, comme si ¢’était l'inconnue :

cos(2x)—cos§=>2x—§+2kﬂ ou 2x = — %+2k11

On divise par 2 — et c’est ici que tout se joue : le terme 2k devient k1.

x=%+kn ou X=—%+k1‘[ (k € 2)

Sélection dans |-17; 1] :

— premiére famille : k = 0 donne Z 6 ; k =1 donne 7é7 rejeté ; k = —1 donne —%7
accepté ;
— seconde famille : k = 0 donne —— ; k =1 donne 56H accepteé.

<5H E.£.5_H>
‘6’6

Le piege. Il y a quatre solutions, et non deux : quand x fait un tour, 2x en fait deux.
Réponse. S = < _om, —E I 5H>

Correction de I'exercice 9 - Une équation avec un décalage

On pose X = x + % et on résout sinX = 1.

— Le sinus vaut 1 en un seul point du cercle, le plus haut :

X=g+2kn (k € Z)

— Retourax:x+ I = %+ 2k, donc

iy
4

- no_n = nII
x—2 4+2k + 2km

q;.

— Sélection dans ]—17; 1] : seul k = 0 convient, soit x = %

_ ] 1 . Qi I o) _ gin =
Vérification : sm( 4 + 4> sin 5 1v

Différence avec l’exercice précédent. Ici le coefficient de x vaut 1 : le terme 2k reste
2km, et il n’y a qu'une solution par tour.

I 4 ok ; dans 1—-m; ] : x

Reéponse. x = 4

I
4
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Chapitre 8 - Trigonométrie 5

Correction de I'exercice 10 - Une équation du second degré déguisée

Changement d’inconnue. On pose X = cosx, avec la contrainte X € [—-1;1]:
2X*-X-1=0

— Discriminant: A=1+8=09, /A =3.

— Racines : X;| = 1 Z 3 = —% et X, = 1 13 = 1. Les deux sont dans[—1;1]: on les
garde.

Retour a x.

— cosx =1 donnex= 0.

_ =1 _ cps2m — 20 — 21
COS X 5 cos 2 3 I donne x 3 oux 3

_/_2m,,2n
s={-FL0: %)

— Vérification pourx=0:2-1-1=0v
2n.oxtyl =141 9-0/

3 4 2 =2t "
Attention. Une racine hors de [—1; 1] serait a rejeter : aucun réel n’a un cosinus égal a
2.

5 =/_2m.4.20
Reponse.S—< 3 ;05 3 >

— Veérification pour x =

Correction de I’exercice 11 - Cosinus égal au sinus

Méthode géométrique. L’égalité cos x = sin x signifie que le point image a une abscisse
égale a son ordonnée : il appartient a la droite d’équation y = x, la premiere bissectrice.
Celle-ci coupe le cercle en deux points diamétralement opposés.

Méthode calculatoire. On utilise sinx = cos (5 — x) :

COS X = COS (5 - X)

— Premier cas : x = % — x + 2km, donc 2x = &L + 2km et

2

= I

4 + ki
— Second cas : x = —(% — x) + 2Kk, soit x = x — % + 2k, ce qui donne 0 = —% + 2Kkt :

impossible.
— Sélection : k = 0 donne Z ; k = —1 donne —3—H
S = 3H H>

— Vérification : en — 3H , cosinus et sinus valent tous deux —g v
Réponse. S = 3” I >

Correction de I’exercice 12 - Une inéquation en cosinus

On résout d’abord 1’égalité, qui donne les bornes : cosx = 1 pour x = *

2

On lit ensuite le cercle. Le cosinus est 1’abscisse : la condition cosx =

wlN

% sélectionne les
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1

points situés a droite de la droite verticale d’abscisse Ok

_ I  II
S"[ 33]
1

v, et 0 appartient bien a l'intervalle ; cosm = -1 < > v,etmo

C’est I’arc qui contient le point

I, compris entre les deux bornes.

— Controle : cos0 =1 = %
en est exclu.

Le piege. On ne peut pas « passer a l'inverse du cosinus » comme dans une inéquation
ordinaire : c’est la lecture de I’arc sur le cercle qui donne 1’ensemble solution.

Bornes incluses car I'inégalité est large.

A =|-I.II
Reéponse. S —[ 3 3].

Correction de I’exercice 13 - Une inéquation en sinus

Les bornes. sinx = g pour x = % et x = ?ZT dans [0; 2m].
La lecture. Le sinus est I'ordonnée : la condition sinx > g sélectionne les points
au-dessus de la droite horizontale d’ordonnée g C’est I’arc situé en haut du cercle,
entre les deux bornes, et qui contient le point d’angle %
- |z.3:
S_]4'4[
— Controle : sin % 1> g v % appartient a l'intervalle ; sinm = 0 v et m en est

exclu.
— Les bornes sont exclues car lI'inégalité est stricte.
3o .11
4’4
plus grande borne. Ici I’arc solution est bien celui qui passe par le haut.

2.3_17[
4’4 |

Erreur classique. Ecrire ] [ un intervalle se note toujours de la plus petite a la

Réponse. S = ]

Correction de I’exercice 14 - La hauteur de la marée

— a) Le cosinus vaut au maximum 1, donc h(t) =5+ 3 =8 m.
— Ce maximum est atteint quand cos (Ht) = 1, c’est-a-dire £ = 0 + 2k, soit t = 12k.

6 6
Dans[0;12]:t=0hett=12h.
— b) On résout h(t) = 6,5 :

ot _ mt\ _ 15 _1
5+3cos(6)—6,5=>cos(6)— 3 =5
o ot _ o ot _ _ o
Donc 3 3+2k1:rou 6 3+2k1:r.
6

— On multiplie par 7 : t =2+ 12k out = -2 + 12k.

— Sélection dans [0;12] : t = 2 (premiére famille, k = 0) et t = 10 (seconde famille,
k=1).

La hauteur vaut 6,5 m au bout de 2 h et de 10 h.

— Controle : h(6) =5 — 3 =2 m, la marée basse, bien située entre les deux v
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Chapitre 8 - Trigonométrie 7

Réponse.a)8mat=0ett=12h—Db)t=2hett=10h.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : équation a isoler

— Isolement : 2sinx = —1, donc
inx = —L
sinx = -5
— Angle de référence : sin% = % et le signe moins place les solutions sous |’'axe
horizontal, donc dans les troisiéme et quatriéme quadrants.
— —% = sin (—%) d’ou les deux familles :
_ _ I — I — 71
X = 6+2k1:r ou x H+6+2kH 6+2k17
— Sélection dans [0; 2] : la premiére famille donne —% + 2m = “TH ; la seconde donne
7o
6

— Dans R: x = ZZ 4 2kir ou x = L1 4 2k11, avec k € Z.

6 6
— 7 _ o__1
Vérification : sin %= 6 —sin 6 5 v
Réponse. <7H 1m\ o x = 7é7 + 2kiT ou 1%” + 2k dans R.
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