Chapitre 8 - Trigonométrie 1

Plaquette 2 - Valeurs remarquables

Trigonométrie — Premiére spé maths
Corrections détaillées

Boite a outils

Le tableau a connaitre par coeur.

s o| £ I o | I
6 4 3 2
cosx | 1 E Q 1 0
2 2 2
sinx | O 1 Q @ 1
2 2 2
Moyen mnémotechnique. Les cosinus s’écrivent % g % g, g : les

radicandes descendent de 4 a 0, et les sinus font l'inverse.

Les quatre symétries.

cos(—x) = cosx sin(—x) = —sinx
cos(mr—x) = —cosx sin (Ir — x) = sinx
cos(Ir+ x) = —cosx sin (7 + x) = —sinx

COoSs (§ - X) = Simx sin (5 - X) = COSX

Méthode en trois temps pour une valeur non remarquable :

— 1. ramener a la mesure principale ;

— 2. repérer le quadrant, donc les signes de cos et sin ;

— 3. écrire I'angle sous la forme T — x, T + x ou —x avec x remarquable, puis
appliquer la symétrie.

Monotonie utile. Sur [0; 7], la fonction cosinus est décroissante : plus 1’angle est
grand, plus le cosinus est petit.

En géométrie, dans un triangle rectangle : cosA = M
hypoténuse
SiIlA = LE)SG
hypoténuse
- J
Correction de l'exercice 1 - Le tableau de base
On lit le tableau des valeurs remarquables :
m_ V3 JI V2 m_1
cosg =" cos 4 =5 cosz =5
m_ V3 o_1
a) cos 6= 0,87etsm6 >
b) cos % =5 n% = 72 =~ 0,71 : c’est le seul angle ou les deux coincident.
¢ — 1 gt ginl — VY3 I
c) cos 3= 5 et sin 3 5 c’est l'inverse de 6
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Chapitre 8 - Trigonométrie 2

d) cos% =0 et sin% =1.

Controle de cohérence. Le cosinus décroit de 1 a 0 quand I’angle passe de 0 a % et le
sinus croit de 0 a 1 : les valeurs trouvées respectent bien cet ordre.

2—b)r ﬁ—c)%etg—d)Oetl.

Réponse. a) g et >

Correction de I’exercice 2 - Passer au deuxieme quadrant

On écrit chaque angle sous la forme m — x avec x remarquable, puis on applique :

cos (I —x) = —cosx  sin(r —Xx) = sinx
— Pour 2??:2?17=H—%, donc
cosz?ﬂ——cos%=—% s1n2§=sin%=§
— Pour 35;1—”—11_% donc
cosi—ﬂ——g sm%:%

Controle par le quadrant. Les deux angles sont dans le deuxieme quadrant : cosinus
négatif, sinus positif v — c’est exactement ce qu’on obtient.

Sur la figure, les deux points ont la méme hauteur et des abscisses opposées : la
symétrie par rapport a I’axe des ordonnées se voit directement.

Réponse. 5 et ‘/7 g et g

Correction de I’exercice 3 - Des angles négatifs

On utilise les formules des angles opposés :

cos(—x) = cosx sin (—x) = —sinx
a) cos(—%) = cos% = g et sm(—%) = —%.
b) sin(—%) = —sm% = —g.
c) cos(—%") = cos 5é7 Or %7 =1— % donc
cos% = —cos% = —g
— Finalement cos (—%T) = —g.

Attention au c). Deux symétries s’enchainent : d’abord 1’opposé, puis le supplémentaire.
On traite une transformation a la fois, en vérifiant a chaque étape le quadrant obtenu.

Réponse. a) ‘/_ % — D) £ —cC) — ‘/2§
Correction de l’exercice 4 - Une expression a calculer

On remplace chaque terme par sa valeur remarquable :

om_1 inZ =1 o_
COS§ = 5 Sin 6 5 COS 4

2
2
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Chapitre 8 - Trigonométrie

— Troisiéme terme : cos? % = <

— Somme :

Controle a la calculatrice : 0,5+ 0,5—-2x0,5=0 v

. N A . . 2 T /
Notation a connaitre. cos?x signifie (cos x)“, et non cos (x2) : on éleve au carré le
résultat du cosinus.

Réponse. A = 0.

Correction de I'exercice 5 - Vérifier la relation fondamentale

O el V3 o1
Pourx—6.0056 5 etsm6 o
2
/3 1\ _3.,1_
<7 +(§) _Z+Z_1
_ 3m 3m _ V2 . 3m _ V2
Pourx——4 .cos—4 =5 etsm—4 =5

Dans les deux cas la relation est vérifiée.

Pourquoi elle est toujours vraie. Le point image appartient au cercle de rayon 1 : la
relation n’est rien d’autre que OM? = 1, écrite avec le théoréme de Pythagore.

Utilité pratique. Le carré efface les signes : c’est pour cela que la relation seule ne
suffit jamais a déterminer un sinus, il faut aussi connaitre le quadrant.

A 3 ,.1_ 1.,.1_
Reponse.Z+Z 1et2+2 1v

Correction de I’exercice 6 - Les quatre points d’'une méme famille

Les quatre points ont la méme distance aux axes : seuls les signes changent d’'un
quadrant a ’autre.

— %" =17 — % : deuxiéme quadrant, cos < 0, sin > 0 ;
— %T =m+ % : troisieme quadrant, les deux négatifs ;
— “TH =2 — % de méme point image que —% : quatriéme quadrant, cos > 0, sin < 0.
x I on 7o 11m
6 6 6 6
cosx | Y3 | _¥3 | _/3 | V3
2 2 2 2
i 1 1 _1 ] 1
Sin x § § 5 5

Ce qu’il faut retenir. Une seule valeur remarquable a mémoriser, quatre points sur le
cercle : la trigonométrie tient dans le premier quadrant plus les symétries.

/3 1

Réponse. cos = 17 et sin = ==, avec les signes du quadrant.
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Chapitre 8 - Trigonométrie

Correction de I'’exercice 7 - Comparer sans calculatrice

L’outil : la monotonie du cosinus. Sur [0; 7], la fonction cosinus est strictement
décroissante :

O<a<b=m=cosa>cosb

— On range d’abord les angles. En les mettant sur le dénominateur commun 15 :

o_3o0 o_>So @ 2m_ 6o
5 15 3 15 5 15
— Donc % § < 2517 et tous appartiennent a [0; m].
— On applique la décroissance : I’ordre des cosinus est inversé.
2n o o
COS = < COS 7 < COS ¢

— Controle a la calculatrice : cos 257 0,31, cos% =0,5et cos% ~ 0,81 v

Sur le cercle. Plus I’angle grandit de 0 a 1, plus le point image se décale vers la gauche :
son abscisse, donc le cosinus, diminue.

Réponse. cos 22 < cos & < cos Z,

5 3 5°
Correction de l'’exercice 8 - Le troisieme quadrant

Les formules du demi-tour :

cos (T + x) = —cosx sin (Ir + x) = —sinx
— Premier calcul : 4?” =mo+ % donc
4o _ _ ool — _1
cos 3 cos 3 5
— Second calcul : 76H o+ % donc
Jo _ _gipZ = _1
sin 6 sin 6 5

— Controle par le quadrant : les deux angles sont dans le troisieme quadrant, ou
cosinus et sinus sont négatifs v

Interprétation géométrique. Ajouter i revient a faire un demi-tour : le point image
devient le symétrique par rapport au centre O, et ses deux coordonnées changent de
signe.

Réponse. cos 2 = —1 gpgin 70 = _1

3 2 6 2

Correction de I’exercice 9 - Les angles complémentaires

a(5:5) 8(37)

— Les deux coordonnées sont échangées : I’abscisse de I'un est ’'ordonnée de 1’'autre.
— b)Comme Z =4 _ I , I'observation suggere :

a) Les coordonnées sont :

cos (% — x) =sinx  sin (% — x) = COSX
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Chapitre 8 - Trigonométrie 5

I _
2
rapport a la premiere bissectrice (la droite d’équation y = x), et cette symétrie

échange abscisse et ordonnée.

— Justification géométrique. Les points images de x et de x sont symétriques par

Vocabulaire. Deux angles de somme Z sont dits complémentaires : le cosinus de 'un

2
est le sinus de I’autre. C’est la version « radians » de ce qu’on apprend en Troisiéme dans
le triangle rectangle.

Réponse. cos (g - x) = sinx et sin (% - x) = COSX.

Correction de I’exercice 10 - Simplifier une expression

On traite chaque terme avec la symétrie correspondante :

— cosS(IT—Xx) = —cosXx;
— sin(g—x) = COSX ;

— cos(—x) = cosx ;
— sin(T + x) = —sinx.

On additionne :

B = —cosx+ cosx+ cosx —sinx = cosx — sinx
— Controle avec x = 0 : I’expression de départ vaut
cosn+sin%+coso+sin17= —-1+1+140=1,etcos0—sin0=1v
— Controle avec x = % : cos% +sin0 +cos%+sin32—H =04+0+0—-1=-1, et
I . IT
cos= —sins=-1v
2 2

Méthode. Une expression a simplifier se traite terme a terme, jamais globalement : on

identifie la forme (—x, m — x, T + X, % — x), on applique, puis on réduit.

Réponse. B = cosx — sinx.

Correction de I'exercice 11 - Démontrer une valeur remarquable

I
4
est droit : le troisieme angle vaut donc aussi 45°. Le triangle est isocele en H, d’ou

OH = HM c'est-a-dire cosZ = sin

Le triangle OHM est rectangle isocele. L’angle en O vaut =, soit 45°, et I’angle en H

4 4
On utilise la relation fondamentale :
20 4 in? I —
cos” 4 + sin i
— En remplacant sin par cos : 2 cos? % = 1, donc cos? % = %
— Donc cos L = L ou _ L ; comme Z est dans le premier quadrant, le cosinus est
positif.
m_ 1 _V2
cos 4 o 5

— Derniére étape : on a multiplié numérateur et dénominateur par /2 pour supprimer
le radical du dénominateur.

I

2
1 2

Réponse. 2cos’Z =1, d’ol cos% =
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Chapitre 8 - Trigonométrie

Correction de l'exercice 12 - Le toit de la véranda

Dans le triangle rectangle, I'hypoténuse est la poutre (4 m) et I’angle connu vaut %
SinA — cote oppose 0SA = cote ad,Jacent
hypoténuse hypoténuse
— Hauteur: h = 4sin% =4 X % = 2 m exactement.

— Portée horizontale :

d=4cos%=4xg=2\/§m

— Valeur approchée : 2/3 = 3,46 m, soit 3 m 46 cm.
2
— Contréle par Pythagore : 2° + (2\/5) =4+12=16=4%v

A retenir. Un angle de 30° donne une hauteur égale a la moitié de I’hypoténuse : c’est
la valeur remarquable la plus utile en géométrie.

Réponse. h =2 metd = 2/3 = 3,46 m.
Correction de l'exercice 13 - Un losange et ses diagonales

Les diagonales d’un losange se coupent perpendiculairement en leur milieu, et
chacune est bissectrice d'un angle.

I

6’ et chaque demi-diagonale est un c6té du triangle rectangle

— Le demi-angle vaut
d’hypoténuse 6 cm.

— Demi-petite diagonale : elle est opposée a I’angle Z.

6

6sinf = 6x % =3

— Demi-grande diagonale : elle est adjacente a cet angle.

6005%=6xg=3\/§

— Diagonales complétes : 2 x 3 =6 cmet 2 x 3/3 =6/3 = 10,39 cm.
2

— Controle : dans le demi-triangle, 3%+ (3\/§) =9+427=36=6%v

I

3
pourquoi la petite diagonale mesure exactement 6 cm, la longueur du coté.

Remarque. Un losange d’angle 5 est formé de deux triangles équilatéraux : c’est

Réponse. Diagonales de 6 cm et 6/3 = 10,39 cm.

Correction de I’exercice 14 - Reconnaitre un angle remarquable

1

Cosinus imposé. Le cosinus est I’abscisse du point image : les points d’abscisse 5 sont
deux points symétriques par rapport a 1’axe des abscisses.
— La valeur remarquable est cos% = %
— Le second point correspond a 1’angle opposé, puisque cos(—x) = cosx :
=1 =_1I
X== ou x 3

Sinus imposé. Le sinus est ’'ordonnée : les points d’ordonnée g sont symétriques par
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Chapitre 8 - Trigonométrie 7

rapport a I’axe des ordonnées.

— La valeur remarquable est sin% = g et le second point correspond au
supplémentaire, car sin (7 — x) = sinx :
=1 = 21
X== ou x=-%

La différence a retenir. Un cosinus imposé donne deux angles opposés ; un sinus
imposé donne deux angles supplémentaires.

1 /3 .

Reponse. cosx 2.x *3 sinx 5 T X 3ou3.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : un tour complet

a) On ajoute des tours, avec 2 = 8n :

4

4 4 4

— Cette valeur appartient a ]—m; ] : c’est la mesure principale.

— b) _%TH est dans le troisieme quadrant (cosinus et sinus négatifs). Comme

3o _ _(p_m).
4 (H 4) '
COSX = —Q sinx = —Q
2 2
c) On applique les symétries a partir de ces valeurs :
cos(r—x) = —cosx = g
o_,)= _ V2
sm(2 x) COS X 5
— Contréle : cos?x + sin’x = % +% =1v

Bilan. Trois réflexes suffisent : ramener a la mesure principale, repérer le quadrant pour
les signes, appliquer la symétrie pour la valeur.

Réponse. a) —% — b) cosx = sinx = —g —C) % et —%.
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