Chapitre 12 - Nombres complexes 1

Plaquette 4 - Forme trigonomeétrique : module et argument

Nombres complexes — Premiere STI2D
Corrections détaillées

Boite a outils

Forme trigonométrique. Pour z # 0 :
z=r(cosO +isin0) avec r=|z|

— r est le module, toujours strictement positif ici.

— 6 est un argument de z, noté arg (z), défini a 2 pres.

Trouver I’argument. On calcule d’abord r, puis on cherche I’angle qui vérifie les
deux égalités :

_a : _b
COSQ—F et smG—F

Position du point image Argument

z = r (réel positif)

z = —r (réel négatif)

z = ri (imaginaire pur positif)

z=-ri

|
Mol NE[ R | O

Passer de la forme trigonométrique a la forme algébrique : on développe, avec
les valeurs remarquables de cos et sin.

Produits et quotients.
|zz'| = |z||Z'| et arg(zz) = arg(z)+ arg(2’)

z| - I”l (1) - _ '
‘ 2" 7] et arg > arg (z) — arg (z')
— Conjugué : |z| = |z]| et arg (2) = — arg (2).
— Multiplier par i revient a tourner le point image d’un quart de tour dans le sens

direct.

A Le cosinus seul ne suffit pas a déterminer I’argument : deux angles opposés ont le
méme cosinus. Il faut toujours regarder aussi le sinus, ou le quadrant du point

image.

AN J

Correction de l’exercice 1 - Un premier argument

b

On calcule le module, puis on cherche 1’angle 0 dont le cosinus vaut % et le sinus ~.

Le module vaut r=J1+1 =2, et cosf = sinf = % = g L’angle remarquable

, cohérent avec un point du premier quadrant (a >0, b > 0) :

_ E . . E
z—\/f(cos4 +1sm4)

I

correspondant est 1

Vérification : /2 x g = 1 pour la partie réelle comme pour la partie imaginaire.
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Réponse. 2 = ﬁ(cos% +isin %)

Correction de I’exercice 2 - Un point du deuxieme quadrant

Le module vaut J1 + 1 =/2. On cherche 0 avec cos6 = —g et sinf = g : cosinus

négatif et sinus positif, le point est dans le deuxiéme quadrant, et 6 = 30

-
z= \/_(cos—+1sm3f)

Retenir —% serait une erreur : ce cosinus convient au signe pres, mais le sinus serait

négatif. Par rapport a 1 + i, le module est le méme et ’'argument augmente de Z : en

2
effet, —1 +i =i(1 + i), un quart de tour.
Réponse. z = \/f(cos 34—H +isin %)

Correction de l'exercice 3 - Avec une racine

Le module vaut r = /3 + 1 = 2. Le cosinus et le sinus de ’argument sont
cosfO = ‘F sinf = %

ce qui donne la valeur remarquable 6 = soit 30°. Donc z = 2 (cos 4y isin%).

6’ 6

Vérification : 2 x g =/3 et 2 x % = 1. Le point image est dans le premier quadrant, a

30° au-dessus de l’axe des réels.

Réponse. z = 2 (cos% +isin %)

Correction de l'exercice 4 - Des cas particuliers

Pour les points situés sur les axes, on lit directement le module (la distance a O) et
I’argument (la direction).

— 21 = 5 : point sur I’axe des réels, a droite ; module 5, argument 0.

— 2o = —3 : point sur I’axe des réels, a gauche ; module 3, argument 7, d’ou
—3 = 3(cosm+isinm).

3

27

— z3 = —2i : point sur I’axe vertical, en bas ; module 2, argument —E (ou

|=3|=3 arg(-3)=

a 2m pres).

Un module est toujours positif : écrire « module —3 » est une erreur ; le signe est porté
par I’argument.

Réponse. 5et0-3etm-2et —%.

Correction de I’exercice 5 - De la forme trigonométrique a 1’algébrique

On remplace le cosinus et le sinus par leurs valeurs remarquables, cos% = % et
sin% = g puis on développe :

z=4x%+ix4x§=2+2iﬁz2+3,46i
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Controle du module : \/22 + (2\/§)2 =4 + 12 = 4, conforme a la donnée. Le point est
dans le premier quadrant, a 60° de 1’axe des réels.

Réponse. z = 2 + 2i/3 = 2 + 3,46i.

Correction de I’exercice 6 - Avec un argument négatif

Le cosinus est pair et le sinus impair : cos (—%) = g et sin (—%) = —g. Donc
z=6x§—6x§i=3\/_—3i\/_z4,24—4,24i

Le point est dans le quatriéme quadrant, conformément a un argument négatif. Controle

du module : /18 + 18 = /36 = 6.
Réponse. 2 = 3/2 — 3i/2 = 4,24 — 4,24i.

Correction de l’exercice 7 - Un argument de 2n/3

Le module vaut r = (=3)% + (3/3) =J9 + 27 = 6. On en déduit
3/3 _3
6 2

cosfO = 6 sin 6

N|—

Cosinus négatif, sinus positif : deuxiéme quadrant, et I’'on reconnait 6 = E, soit 120°.

3
Donc z = 6(0052?1I + isin%).

Vérification : 6 x (—l> = -3 et 6 X g = 3/3.

2
; - 20 | jgip 20
Reéponse. z = 6( cos 3 +isin 3 )

Correction de I’exercice 8 - Produit sous forme trigonométrique

Sous forme trigonométrique, le produit se calcule sans développer : les modules se
multiplient et les arguments s’additionnent.

. = LI o _ 20 30 _ SO it 30° ° — 750
Module : 2 x 3 6.Argument.6+4 12+12 12,501t30 + 45 75°.

f = OI 4 igip 2O
2z = 6(cos 12 + isin 12)
Sous forme algébrique, le méme calcul demanderait quatre produits et ferait apparaitre
des valeurs non remarquables : c’est tout 1'intérét de la forme trigonométrique pour les

produits.

5 = OI | jgin oI
Reponse. 22’ = 6(cos 12 + isin 12).

Correction de I'exercice 9 - Quotient sous forme trigonométrique

Pour un quotient, les modules se divisent et les arguments se soustraient, dans ’ordre
numérateur moins dénominateur.

.3 _ LI _ o _ 30 20 _ O it 15°
Module.2 1,5.A1"gument.4 6 =12 12 12,801t15.

Z _ I jgin AL
> 1,5(Coslz+1s1n12)

zZ

L’ordre compte : ’% aurait pour module 2

3

AT

VE Controle : le produit

et pour argument —
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%, 21 a pour module 1 et pour argument 0.
Z _ I
Reponse = =1 5(cos 17 + isin 12)

Correction de l'exercice 10 - Multiplier par i

a) iz = i(3 + 2i) = 3i + 2i% = -2 + 3i.

b) Les modules sont égaux : |z| =J/9 +4 =13 et |iz| =/4+9 =/13. C’est normal,
puisque |i| = 1.

liz| = |i| X |2| = |z| arg(iz) = arg(z) + %
L’argument de i vaut % : multiplier par i fait tourner le point image d’un quart de tour

dans le sens direct, autour de O. On le voit sur les coordonnées : (3;2) devient (—2; 3).
Quatre multiplications par i rameénent au point de départ.

Réponse. a) iz = —2 + 3i - b) méme module : c’est une rotation d’un quart de tour.
Correction de I’exercice 11 - Argument du conjugué

Le conjugué a le méme module et un argument opposé :
= _ _no .. _n
z—2<cos( 3)+151n( 3))

Avec cos( 3) % et sin (—%) = —g, la forme algébrique estz = 1 — /3.

Contréle : z = 2<% + 1§> =1 +1i/3, dont le conjugué est bien 1 —i/3.
Géométriquement, les deux points sont symétriques par rapport a ’axe des réels.

Réponse. 2 = 2(003(—%) + isin(—g)) =1-1i/3.

Correction de I’exercice 12 - Le carré d’'un complexe

a) 22 = z x z : le module est élevé au carré, 2 x 2 = 4, et 'argument doublé, % + % =

wlx

V4 —4((:053 +1sm3)

b) Avec cos% = % et sin% = g on obtient 2% = 2 + 2i/3.
Contrdle par la forme algébrique : z =3 +1, et (V3 +1)* =3 +2i/3 — 1 =2 + 2i/3. Les

deux méthodes concordent.

Réponse. a) 4(003% + isin %) -b) 2 + 2i/3.

Correction de I'exercice 13 - Un quatrieme quadrant

Le point image de z = 5 — 5i est (5; —5), dans le quatriéme quadrant. Son module vaut

J25+ 25 =5/2 = 7,07, et

cosf =

_V2 5 V2

= sinf = —= = -*=

5
52 52 2

2
d’ol1 8 = —% etz = 5\/5(005( >+zsm( %))
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Vérification : 5/2 x g = 5. L’argument 74—H convient aussi, puisqu'un argument est

défini a 2m pres.

Réponse. 2 = 5\/5(008 (—%) +isin (—%))

Correction de I’exercice 14 - Un signal écrit en complexe

a) Le module donne I'amplitude, 12 V, et I'argument la phase a l'origine, 3 I rad, soit 60°.

b) A 50 Hz, la pulsation vaut w = 2 x 50 = 100 rad/s, et le signal s’écrit
u(t) = Acos(wt+ @) :

u(t) = 12 cos (lOOHt + %)
Ent =0, u(0) = 12x%
% =~ 8,49 V. L’intérét de cette représentation est qu’additionner deux signaux de

méme fréquence revient a additionner deux complexes.

= 6 V : c’est la partie réelle du complexe U. La valeur efficace

vaut

Réponse. a) 12 Vet % -b) u(t) =12 Cos(IOOHt+ %)

Correction de I’exercice 15 - Deux signaux a additionner

a) On additionne les complexes : U; + U, = 8 + 6i, de module
|8 + 6i| =J/64 +36 =10V

L’amplitude résultante vaut 10 V, et non 8 + 6 = 14 V : les deux signaux sont déphasés
d’un quart de période (%), leurs maximums ne coincident pas.

b) La phase vérifie cos ¢ = % = 0,8 et singp = 0,6 (premier quadrant), d’ou ¢ = 36,87°,

soit environ 0,644 rad. Elle est bien comprise entre la phase de U; (0°) et celle de U, (
90°), plus proche de U;, le plus fort des deux.

Réponse. a) 8 + 6i, de module 10 V - b) environ 36,87°.

Correction de I’exercice 16 - Synthese : aller-retour entre les deux formes

a) |21 =V4+4 =2/2 etcosO; = sm91 \/7 ,d’ou 8; = & Pourz,: |z5| = 2,

T
_ 3 1
cos 6O, = R sinf, = % d'ou 6, = T
b) Le module du produit vaut 2/2 x 2 = 4/2, et un argument % + %T = % soit aussi
13m — _11mo
BV VR

C) 212, = (2 + 2)(—/3 +i) = =2/3 +2i —2i/3 =2 = (=2/3 = 2) + (2 — 2/3)i.
d) On identifie les deux écritures : 4/2 cos( 1l ) —2/3 =2 et

12
42 s1n( 111217 ) = 2 — 2/3. Par parité du cosinus et imparité du sinus :
11 _ —2/3 -2 _ 11m _ 2/3 -2
cos = —-0,966 sin = = 0,259
12 42 12 42
Controles : 0,9662 + 0,259 =1, et 111217 = 165° est dans le deuxieme quadrant (cosinus

négatif, sinus positif).
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Réponse. a) 2/2 et £ ; 2 et 5é7 b) 4y2 et 131 1317 ) (=23 = 2) + (2 = 2y3)i - d)

11 11m
cos 19 = —0,966 et sin === 12 = 0,259.
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