Chapitre 6 - Probabilités et variables aléatoires

Plaquette 5 - Décider avec I’espérance

Probabilités et variables aléatoires — Premiere STMG
Corrections détaillées

Boite a outils

La méthode de décision.

Etape Ce qu’on fait

lister les scénarios et leurs probabilités

2 chiffrer le résultat de chaque scénario
3 calculer E(X)
4 comparer les options et décider

Résultat espéré.
E(X) = x1py + Xap, + - + XpP,,
Cotlit moyen d’un risque.
colt moyen = probabilité x colit du sinistre

Une prime ou un prix de garantie doit dépasser ce colit moyen pour laisser une
marge.

Seuil de rentabilité en probabilité. Si un projet cofite ¢ et rapporte g en cas de
succes :
gp—c=0 = p= 5

Espérance et risque.

Indicateur Ce qu’il mesure

EX) le résultat moyen a long terme

probabilité de perte | le risque d’'un mauvais résultat

A Deux projets de méme espérance peuvent avoir des risques tres différents. Pour
une décision unique, non répétée, le risque compte autant que 1’espérance.

-

Correction de l'exercice 1 - Choisir un projet

On compare les résultats moyens (espérances), en milliers d’euros :
EX) = x1p; + X2p,

a) Projet A: E(A) =50x 0,6 +(—20) x 0,4 =30—-8 = 22 k€. Projet B :

EB)=120x%x0,34+(—-30)x0,7=36—21 =15 k€.

b) Le projet A a le meilleur résultat moyen (22 k€ contre 15 k€). Il est aussi moins
risqué : il réussit 6 fois sur 10 et ne fait perdre que 20 k€ en cas d’échec, alors que B
échoue 7 fois sur 10. On retient A.

Réponse. a) E(A) = 22 k€, E(B) = 15 k€ — b) le projet A.
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Correction de l'exercice 2 - Lancer un produit ?
Le résultat vaut +200 k€ avec la probabilité 0,45, et —90 k€ avec la probabilité
1-0,45=0,55.
a) Calcul :
E(X) =200 x 0,45+ (—90) x 0,55 = 90 — 49,5 = 40,5 k€

b) L’espérance est positive : si I'’entreprise prend souvent ce genre de décision, elle
gagne en moyenne 40,5 k€ par lancement. Il est raisonnable de lancer le produit, a
condition de pouvoir supporter une perte de 90 k€, qui arrive plus d’une fois sur deux.

Réponse. a) 40,5 k€ — b) oui, I'’espérance est positive (mais 1’échec est plus probable
que le succes).

Correction de I’exercice 3 - Quel stock commander ?

On chiffre le résultat dans chacun des deux scénarios de demande, puis on fait la
moyenne pondérée.

— Demande forte (0,6) : les 100 articles sont vendus, résultat 100 x 8 = 800 €.

— Demande faible (0,4) : 60 articles vendus (60 x 8 = 480 €) et 40 invendus soldés a
perte (40 x 3 =120 €), résultat 480 — 120 = 360 €.

EX)=800x0,6+360x%x0,4=480+ 144 =624 €
Le résultat espéré de la commande de 100 articles est de 624 €.
Réponse. 624 €.

Correction de I'exercice 4 - Une garantie étendue

Le magasin encaisse 45 € et paie une réparation de 350 € avec la probabilité 0,1. Son
résultat par garantie vaut 45 € (probabilité 0,9) ou 45 — 350 = —305 € (probabilité 0,1).
a) Calcul :

E(X)=45%x0,9+(-305)%x 0,1 =40,5-30,5=10%¢
On retrouve le calcul direct : prix moins colit moyen du risque, 45 — 350 x 0,1 = 10 €.
b) Sur 2000 garanties : 2000 x 10 = 20000 € de résultat attendu.
Réponse. a) 10 € — b) 20000 €.

Correction de I'exercice 5 - Le cout d’une loterie

Le colit moyen d’'un ticket est la somme des colits moyens de chaque lot (probabilité X
montant) :

a) Calcul :

N 1 1 _ =
E(cout) = 20000 x 5000 + 100 x 500 4+0,5=4,5¢€

b) Pour 10000 tickets, on prévoit un budget moyen de 10000 x 4,5 = 45000 €.

Prudence. C’est un colit moyen : le nombre réel de gros lots peut varier (on en attend 2,
mais il peut y en avoir 1 ou 4). L’enseigne doit prévoir une marge de sécurité.

Réponse. a) 4,50 € par ticket — b) 45000 €.
Correction de I’exercice 6 - Espérance égale, risques différents

a) Le placement A rapporte 6 % a coup str. Pour B :
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EB)=26%x0,5+(-14)x0,5=13-7=6%
Les deux placements ont la méme espérance, 6 %.

b) Ils ne présentent pas le méme risque : avec B, on perd 14 % une fois sur deux. Un
épargnant qui ne peut pas supporter de perte (épargne de précaution, projet a court
terme) doit choisir A. B ne se justifie que pour quelqu’un qui accepte le risque, et il
n’apporte ici aucun gain moyen supplémentaire pour ce risque : A est le meilleur conseil.

Réponse. a) méme espérance, 6 % — b) A, car B ajoute du risque sans gain moyen
supplémentaire.

Correction de l’exercice 7 - Une prime d’assurance

a) Le colit moyen du risque est le produit du cofit du sinistre par sa probabilité :
12000 x 0,05 = 600 €

b) La prime doit couvrir le colit moyen du risque et les frais de gestion : prime minimale
= 600 + 60 = 660 €.

c) Pour une marge de 100 € par contrat : 660 + 100 = 760 €.

Vérification. Avec 760 €, le résultat moyen de l’assureur est 760 — 60 — 600 = 100 € par
contrat.

Réponse. a) 600 € — b) 660 € — c) 760 €.
Correction de I’exercice 8 - Payer pour réduire un risque

On compare le colit moyen total dans les deux cas.

— Sans intérimaires : colit moyen de la pénalité 5000 x 0,12 = 600 €.

— Avec intérimaires : 400 € certains, plus la pénalité moyenne 5000 x 0,03 = 150 €,
soit 550 €.

550 < 600

Il faut embaucher : on économise en moyenne 50 € par chantier, et surtout on divise par
quatre le risque de payer 5000 € de pénalité.

Réponse. Oui : 550 € de colit moyen contre 600 €.
Correction de I'exercice 9 - Trois scénarios

a) Moyenne pondérée des trois résultats (en k€) :
EX)=300x%x0,25+120%x0,5+(-80)%x 0,25=754+60—-20=115 k€
b) On perd de I'argent seulement dans le scénario pessimiste : P(X < 0) = 0,25.

c) L’investissement est rentable en moyenne (115 k€), avec une perte possible dans un
cas sur quatre. Sil’entreprise peut supporter une perte de 80 k€, I'investissement est
intéressant.

Réponse. a) 115 k€ — b) 0,25 — c) rentable en moyenne, avec un risque de perte d’'un
sur quatre.

Correction de I'exercice 10 - Choisir un fournisseur

Le coflit réel d’'une piece est son prix plus le colit moyen des défauts :
colit moyen = prix + 30 x P(défaut)

— Fournisseur A:12+30x0,04=12+1,2=13,20€;
— fournisseur B: 11 +30x0,09=11+2,7=13,70 €.
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Le fournisseur A est le moins cher en réalité, bien que son prix affiché soit plus élevé : les
défauts de B cotlitent plus que I’euro économisé.

Réponse. A (13,20 € par piece contre 13,70 €).
Correction de I'exercice 11 - Un seuil de probabilité

a) Le projet colite 50 k€ dans tous les cas et rapporte 200 k€ avec la probabilité p :
E(X) = 200p — 50 (en k€)

b) Le projet est rentable en moyenne quand E(X) = 0 :

200p—5020«=p2%=0,25

Il faut au moins une chance sur quatre de succes.

Vérification. Avec p = 0,25 : 200 x 0,25 — 50 = 0.

Réponse. a) E(X) = 200p — 50 — b) p = 0,25.

Correction de I’exercice 12 - Repérer une erreur

L’erreur. Le gérant ne retient que le meilleur scénario, comme s’il était certain. Or il

n’arrive qu'une fois sur quatre.

Le bon calcul. Le montant a prévoir en moyenne est l’espérance :
E(X)=300x%x0,25+120x 0,5+ (—80) x 0,25 =115 k€

Conséquence. Inscrire 300 k€ surestimerait le résultat de 185 k€ ; et une prévision
prudente envisagerait méme le scénario pessimiste (—80 k€).

Réponse. On inscrit ’espérance, 115 k€, et non 300 k€.
Correction de l'exercice 13 - Deux campagnes publicitaires

a) Résultat espéré = marge espérée moins cotiit (en k€) :
— campagne A : 60 x0,5-20=30-20=10 k€ ;

— campagne B:30x0,4-8=12-8 =4 k€.

b) Rapport gain espéré sur cotit :

.30 _ A2
Agg=15 Bg=15

Chaque euro investi rapporte en moyenne 1,50 € dans les deux cas. A rapporte plus au
total parce qu’elle est plus grosse ; si le budget est limité, B donne le méme rendement
pour une mise plus faible.

Réponse. a) A: 10 k€ ; B: 4 k€ — b) méme rapport, 1,5.
Correction de I’exercice 14 - Un lot de pieces

On compare le colit moyen sans controle au coit du controle.

— Sans controle : en moyenne 500 X 0,03 = 15 piéces défectueuses livrées, soit
15 x 80 = 1200 € de pénalités.

— Avec controle : 900 €, et plus aucune pénalité.
900 < 1200
I1 faut controler : on économise en moyenne 300 € par lot.

Réponse. Oui : 900 € contre 1200 € de pénalités moyennes.
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Correction de l'exercice 15 - Une offre commerciale

a) Sur chaque produit vendu, I’enseigne gagne sa marge de 25 € ; si I’équipe gagne
(probabilité 0,15), elle rembourse en plus 80 €.

E(marge) =25-80x0,15=25-12=13¢€

b) On compare les marges totales espérées :

— sans l'opération : 4000 x 25 = 100000 € ;

— avec 'opération : 6000 x 13 = 78000 €.

L’opération n’est pas rentable en moyenne : la hausse des ventes ne compense pas le
colt moyen des remboursements.

100000
13

Réponse. a) 13 € — b) non : 78000 € contre 100000 €.

Seuil. Il faudrait vendre au moins =~ 7693 produits pour qu’elle le devienne.

Correction de I’exercice 16 - Syntheése : ouvrir un point de vente

a) Résultat annuel espéré (en k€) :
EX)=90%x0,3+40%x0,45+(-30)%x0,25=27+18-7,5=37,5k€

b) A raison de 37,5 k€ par an en moyenne, l'investissement de 150 k€ est espéré
remboursé en

150

375 =4 ans

c) Une année est déficitaire dans le seul scénario —30 k€ : probabilité 0,25.

Lecture. Le remboursement en 4 ans est une moyenne : une succession d’années
défavorables peut ’allonger nettement.

Réponse. a) 37,5 k€ — b) 4 ans — ¢) 0,25.
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