Chapitre 20 - Calcul différentiel

=

Plaquette 3 - Regle de la chaine, changements
de variables et équations aux dérivées partielles

Calcul différentiel — Prépa MP / MPI (2¢ année)

Exercices

Méthode

Pour résoudre une équation aux dérivées partielles simple, on choisit un
changement de variables (x, y) = ®(u, v) (bijection cla réciproque Cl) adapté a la
géométrie : coordonnées polaires pour les rotations et les fonctions radiales,
variables u = x + ct, v = x — ct pour les ondes, v = % pour I’homogénéité,
combinaisons linéaires pour le transport. On pose f= g ° @', on exprime les dérivées
de g par la regle de la chaine, 1’équation devient « 4,9 = 0 » ou une équation
différentielle, et I’on revient aux variables initiales en précisant le domaine.

Vs

Exercice 1 - Le laplacien en coordonnées polaires

Soit fde classe C? sur R? \ {0} et g(r, 0) = f(rcos 0, rsin0).
a) Exprimer g, et g, en fonction de f,, fy.
b) Calculer g, et gg.
c) En déduire Af=g,_+1g + %gee-

-
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Exercice 2 - Fonctions harmoniques radiales du plan

On cherche les f de classe C* sur R* \ {0} de la forme f(x,y) = h (sz + y2> avec
Af = 0.

a) Montrer que h” + %h' = 0.

b) En déduire h(r) = alnr+ b.

c) Lesquelles se prolongent en une fonction de classe C*sur R*?

-

Vs

Exercice 3 - Equation de transport

Soient a # 0, b réels. On cherche f de classe C' sur R? telle que ad,f + ba,f = 0.

a) Avec u = x, v = bx —ay et f(x,y) = g(u, v), montrer que aad, g = 0.
b) En déduire f(x,y) = @(bx — ay) avec ¢ de classe cl.
c) Résoudre avec a = 1, b = 2 et la condition f(0, y) = yz.

-

Vs

Exercice 4 - Invariance par rotation

On cherche f de classe C' sur R?\ {0} telle que xa,f — yo,f = 0.

a) En coordonnées polaires, montrer que I’équation s’écrit dgg = 0.

b) En déduire f(x,y) = cp(x2 + yz), en prenant garde au domaine (raisonner sur un
cercle complet).

c) Résoudre xd,f — ya,f = f sur le plan privé de la demi-droite {y = 0,x = 0}.

-
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Exercice 5 - Une équation d’homogénéité

On cherche f de classe ClsurU= {x > 0} telle que xo,f + yo,f = f.
a)Avecu =x,v = % et f(x,y) = g(u, v), montrer que ua, g = g.
b) En déduire f(x, y) = mp(%).

c) Vérifier directement, et interpréter (homogénéité de degré 1).
G J

Exercice 6 - Dérivée croisée nulle

2
a) Déterminer les f de classe C? sur R? telles que % = 0.

b) Déterminer celles qui vérifient de plus f(x, 0) = x2 et f(0,y) = siny.
c) Le résultat a) reste-t-il vrai sur un ouvert quelconque ?

Exercice 7 - L’équation des ondes avec conditions initiales

On cherche f de classe C* sur R? avec ayf = 93f, flx, 0) = sinx, a,f(x,0) = 0.

a) Rappeler que f(x,y) = o(x +y) + y(x —y) (variablesu =x+y, v=x—y).
b) Traduire les conditions sur @ et y.
c) En déduire f, puis traiter f(x, 0) = 0, 4,f(x, 0) = cosx.

Exercice 8 - Régle de la chaine pour le déterminant

On rappelle d(det),,(H) = tr(com(M)TH>.

a) Pour M:I - M,(R) dérivable, en déduire (detM)'(t) = tr(com(M(t))TM'(t)>.

b) Application : M(t) = exp (tA) ; retrouver detexp (tA) = e,

t 1
c) Application : M(t) = <t2 t3> ; vérifier la formule.

- J

Exercice 9 - Dérivée seconde le long d’une courbe

Soit f de classe C? sur R?, y de classe C? et g=fey.

a) Montrer que g'(t) = (VAp(t)), Y1) et g"(t) = Y (&) HAy®)Y (t) + (VAYE®), ¥ (1))
b) Vérifier sur f(x, y) = x> — y? et p(t) = (cost, sint).
c) Le long d’une droite (y” = 0), que retrouve-t-on ?

Exercice 10 - Jacobienne de la réciproque des coordonnées polaires

Soit ®(r,0) = (rcos8,rsinf) sur 10, +oo[X] —m, o et ¥ = oL
a) Calculer J, et det],.
b) En dérivant ¥ - ® = id, exprimer J(x, y) sans calculer explicitement W.

c) En déduire a,r, a,r, 3,0, 9,0, et vérifier avec r = |x* + y?.
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Exercice 11 - Le noyau de la chaleur

Soit fix, t) = %e"‘”(‘”) pour t > 0.

a) Calculer a,f, a,f et 32f.
b) Vérifier que a,f = a2f.

c) Montrer que [ t: f(x, t)dx ne dépend pas de t et la calculer.

Vs
-

Exercice 12 - Coordonnées sphériques

Soit ®(r, @, 0) = (rsing@cosf, rsin @sin6, rcos @).

a) Calculer la jacobienne de .
b) Montrer que detJ, = r’sin ¢.

c) Ou ® n’est-elle pas un difféomorphisme local ? Interpréter.
. J

Exercice 13 - Gradient d’une intégrale a bornes variables

Soit g continue sur R et F(x, y) = fi]g(t) dt.
a) Montrer que F est de classe C! et calculer VF.

b) En déduire la dérivée de o(t) = [~ e~ ds.

sint

c) Calculer ¢’(0) et ¢'(m).

Exercice 14 - Changement de variables linéaire dans une équation d’ordre deux

On cherche f de classe C? sur R? telle que f,, — 3fxy + 2fyy = 0.
a)Avecu=x+y,v=2x+yetflx,y) =g(uv), exprimerf , f, ., fyy.
b) Montrer que I'équation devient g, , = 0 (au signe pres).

c) En déduire les solutions.
G J

Exercice 15 - Synthése : fonctions harmoniques

On appelle harmonique une fonction C? de laplacien nul.

a) Avec le laplacien polaire, déterminer les fonctions harmoniques de la forme
r%cos (nf) (n € N¥), et vérifier que Re(x + iy)" est harmonique.

b) Dans R’, admettant que pour f(x) = h(||x||) on a Af = h” + 2h’, déterminer les
fonctions harmoniques radiales sur R\ {0}.

c) Montrer que si f et g sont harmoniques, A(fg) = 2(Vf, Vg), et en déduire que ]“2
n’est harmonique que si f est constante (sur un ouvert connexe).
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