Chapitre 10 - Compacité 1

Plaquette 1 - Parties compactes,
Bolzano-Weierstrass et applications
Compacité — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Définition séquentielle. K est compact si de toute suite d’éléments de K on peut
extraire une sous-suite convergeant dans K.

— Théoreme de Borel-Lebesgue (dimension finie) : dans un evn de dimension
finie, K est compact = K est fermé et borné.

— Attention : en dimension infinie, fermé borné n’implique pas compact (la boule
unité de C([0; 1]) n’est pas compacte — théoreme de Riesz).

— Bolzano-Weierstrass : toute suite bornée de R" admet une sous-suite
convergente.

Propriétés.

— Un compact est fermé et borné.

— Une partie fermée d’un compact est compacte.

— Un produit fini de compacts est compact.

— L’image continue d'un compact est compacte.

— Théoreme des bornes : une fonction réelle continue sur un compact non vide
est bornée et atteint ses bornes.

— Théoreme de Heine : une fonction continue sur un compact est uniformément
continue.
Distance a une partie.
d(x,A) = inf |x — a
acA

— x~d(x,A) est 1-lipschitzienne.

— Si A est compact (ou fermé en dimension finie), I'infimum est atteint : il existe un
projeté ay € A avec ||x — ag| = d(x, A).

— dix,A)=0=x€A.

Suites et valeurs d’adhérence. Une suite d’'un compact converge si et seulement

si elle admet une unique valeur d’adhérence.

Correction de l’exercice 1 - Reconnaitre un compact

— a) Compact : le cercle unité est fermé (image réciproque de {1} par une fonction
continue) et borné (inclus dans la boule de rayon 1).

— b) Non compact : fermé, mais non borné (les points (n, %) s’éloignent indéfiniment).

— c¢) Non compact : borné, mais non fermé — la suite (% 0) est dans C et converge
vers (0,0) ¢ C.

— Meéthode : en dimension finie, on teste les deux conditions. Une seule qui manque
suffit a conclure.

— Contre-exemple séquentiel : pour prouver la non-compacité, exhiber une suite dont
aucune sous-suite ne converge dans 1’ensemble est la voie la plus directe.

Réponse. a) oui - b) non (non borné) - ¢) non (non fermé).
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Chapitre 10 - Compacité 2

Correction de l'exercice 2 - Bolzano-Weierstrass

— Pour tout n, |lu,[, = \/0052 n+sin’n =1 : la suite est dans le cercle unité, qui est
compact.

— Par définition de la compacité (ou par Bolzano-Weierstrass, la suite étant bornée
dans R?), il existe une extraction @ telle que (u,) converge, et sa limite est dans le
cercle.

— La suite elle-méme diverge :  étant irrationnel, les points u, sont denses dans le
cercle ; il y a donc une infinité de valeurs d’adhérence — en fait tout le cercle.

— Rappel : une suite d’'un compact converge si et seulement si elle a une unique valeur
d’adhérence. Ici ce n’est pas le cas.

— Portée du théoreme : il affirme une existence sans construire I’extraction — outil
de démonstration, pas de calcul.

Réponse. La suite vit dans le cercle unité, compact : extraction possible.
Correction de I'exercice 3 - Fermé dans un compact

Soit (x,) une suite d’éléments de F.

— Comme F C K et que K est compact, il existe une sous-suite (x,)) convergeant vers
un / € K.

— Or les x4, appartiennent a F, qui est fermé : la limite / appartient donc a F.

— On a extrait de (x,) une sous-suite convergeant dans F : F est compact.

— Exemple : dans le disque fermé (compact), le cercle est fermé, donc compact v

— Contre-exemple sans fermeture : le disque ouvert est inclus dans le disque fermé
compact, mais n’est pas compact.

Réponse. Extraction dans K, puis la limite reste dans F car F est fermé.
Correction de l'exercice 4 - Image continue

— K est compact et f continue, donc f(K) est un compact de R : un fermé borné.

— K étant de plus connexe par arcs, f(K) est un intervalle : c’est donc un segment
[m; M].
— Paramétrage :

f(cos0,sinf) = cos?6 — sin’0 = cos (26)

— Quand 60 décrit [0; 2mz], cos 20 décrit [—1; 1].

— Conclusion : f(K) =[—-1;1].

— Bornes atteintes: M =1en(*1,0)etm=-1en (0, +1) v — conformément au
théoreme des bornes.

Réponse. f(K) =[-1;1].
Correction de l’exercice 5 - Distance a un fermé

— C est compact, donc la fonction continue M ~ |A — M| y atteint son minimum :
I'infimum est bien atteint.

— Géomeétrie : |OA| = /9 + 16 = 5. Le point le plus proche est I'intersection de [OA]
avec le cercle, soit M = ’% = (% %)

— Distance : d(A,C) = |OA|| — 1 = 4.

— Vérification : |A — My| = [(3-10,6,4—0,8)| = ||(2,4;3,2)]| =/5,76 + 10,24 =16 =4 v
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Chapitre 10 - Compacité 3

— Role de la compacité : sur un ensemble seulement ouvert (par exemple le disque
ouvert privé du centre), I'infimum peut ne pas étre atteint.

Réponse. d(A, C) = 4, atteinte en (% %)

Correction de l’exercice 6 - 1-lipschitzianité de la distance

Soient x,y € E et a € A.

— Inégalité triangulaire : d(x,A) = |x —a| = |x -yl + |y — a|.

— Cette majoration vaut pour tout a € A ; en passant a la borne inférieure sura :
d(x,A) < [x — y| +d(y,A)

— Donc d(x,A) —d(y,A) < |x — y|, et par symétrie 1'inégalité inverse.

— Conclusion : |d(x,A) —d(y,A)| = |x — y|| — 'application est 1-lipschitzienne, donc
continue, sans aucune hypothese sur A.

— Application : {x | d(x,A) < €} est un ouvert (image réciproque de ] — «;g[), ce qui
donne les « voisinages tubulaires » d’'un ensemble.

Réponse. Passage a l'infimum dans d(x,A) < |x—y| + |y — a||.
Correction de I'exercice 7 - Théoreme de Heine

— ]0; 1] n’est pas compact (non fermé), Heine ne s’applique pas — il faut examiner
directement.

1 -1
2nm et Vn 2n1:r+%'

— Contre-exemple : posons x,, =

— |xp — y,| = 0 (les deux tendent vers 0).
— Pourtant f(x,) = sin (2nm) = 0 et f(y,) = sin (Znn + %) =1, donc |f(x,) — fly,)| =1 ne
tend pas vers 0.

— Conclusion : fn’est pas uniformément continue sur ]0; 1].

— Diagnostic : f oscille de plus en plus vite pres de 0O ; elle n’admet pas de
prolongement continu en 0 — or une fonction uniformément continue sur ]0; 1] se
prolongerait continiment sur le compact [0; 1].

Réponse. Non : oscillations infinies pres de 0.
Correction de l'exercice 8 - Compacts et suites

Raisonnement par I’absurde. Supposons que (x,) ne converge pas vers /.

— Il existe alors € > 0 et une extraction ¢ telle que ||x,n) — £|| = € pour tout n.

— La suite extraite vit dans le compact K : on peut en extraire a nouveau une sous-suite
convergeant vers un £’ € K.

— !’ est une valeur d’adhérence de (x,), donc /" = £ par hypothése d’unicité.

— Mais en passant a la limite dans [|x,u,) — £|| = €, on obtient |’ —£|| = &> 0:
contradiction.

— Conclusion : x, = [.

— L’hypothése de compacité est indispensable : dans R, la suite x, =n + (-1)"n
(valant 0 ou 2n) a pour unique valeur d’adhérence 0 mais ne converge pas — elle n’est
pas bornée.

Réponse. Par I’absurde, une seconde extraction fournit une autre valeur d’adhérence.
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Chapitre 10 - Compacité 4

Correction de I’exercice 9 - Sphere unité et normes

La démonstration se déroule en deux temps, et la compacité intervient dans le second.

— Majoration : pour toute norme N, on obtient N(x) < | x|, par inégalité triangulaire —
sans compacité. Cela prouve que N est continue pour | - | .

— Minoration : on veut a > 0 tel que N(x) = a sur la sphere S = {|x|_,=1}.

— N est continue sur S, qui est fermée et bornée, donc compacte : N y atteint son
minimum a en un point x, € S.

— Xxo # 0 (car ||x¢l|, = 1), donc a = N(x() > 0.

— Sans compacité : on aurait seulement a = infgN = 0, sans garantie que cet infimum
soit atteint ni strictement positif — et la conclusion tomberait.

— C’est précisément ce qui échoue en dimension infinie : la sphére unité n’y est pas
compacte (théoreme de Riesz), et les normes n’y sont effectivement pas équivalentes.

Réponse. Elle garantit que infg N est atteint, donc strictement positif.
Correction de I'exercice 10 - Compacité et produit

— Compacité : K; Xx K, =[0;1] x [2; 3] est fermé (produit de fermés) et borné, donc
compact dans R?.
— La fonction f(x,y) = xy — x? est continue : elle atteint son maximum.

— Optimisation en y a x fixé : f est croissante en y (coefficient x = 0), donc le maximum
est atteint en y = 3.

— Puis en x : on maximise g(x) = 3x — x?sur[0;1]. gx)=3—-2x>0sur[0;1], donc g
croit : maximum en x = 1.

— Maximum : f(1,3) =3-1 = 2.

— Controle : f(1,2) =1, f(0,5;3)=1,5-0,25 = 1,25, f{0,3) = 0 — toutes ces valeurs
sont=2 v

Réponse. Maximum 2, atteint en (1, 3).
Correction de l'exercice 11 - Contre-exemple en dimension infinie

Il suffit d’exhiber une suite de la boule dont aucune sous-suite ne converge.

— Posons f,(x) = x". Alors |f, ||, = 1 : toutes ces fonctions sont dans la boule unité
fermée.

— Ecarts mutuels : pour p < q, If, — f,ll.. = maxo;1; (xP — x9), qui tend vers 1 quand
q — +» a p fixé ; en particulier les écarts ne tendent pas vers 0.

— Aucune sous-suite ne peut donc étre de Cauchy, donc aucune ne converge.

— Conclusion : la boule unité n’est pas compacte.

— Argument alternatif plus net : la limite simple de f, est discontinue en 1 ; toute

sous-suite a la méme limite simple, donc ne peut converger uniformément vers une
fonction continue.

— Théoreme de Riesz : la boule unité fermée d’un evn est compacte si et seulement si
I’espace est de dimension finie.

Réponse. f,(x) = x" : aucune sous-suite ne converge uniformément.

Correction de I'exercice 12 - Fonction coercive et minimum

x*+y

272 2
a) x*+yt= == ) (inégalité a® + b* = @) et 4|xy| = 2r?, d’ol la minoration, qui

tend vers +.
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Chapitre 10 - Compacité

b) f(0,0) = 0. Il existe R avec f > 0 pour r > R. Sur le compact B{0, R), f continue atteint
un minimum m < f(0, 0) = 0, qui est aussi le minimum global.

c) Vf= (4x3 -4y, 4y% — 4x) = 0 donne y = x3 et x? = x, soit x € {0,1, —1} : points (0, 0),
(1,1), (=1, -1). Le minimum, atteint en un point critique, vaut

minf=f1,1)=f(-1,-1)=1+1-4=-2
Réponse. f coercive : minimum atteint ; minf= -2 en *(1, 1).
Correction de I’exercice 13 - Distance entre un compact et un fermé

a) d(-, F) est 1-lipschitzienne. Pour x € K, x ¢ F = F, donc d(x, F) > 0.

b) Fonction continue strictement positive sur un compact : elle atteint son minimum, qui
est > 0.

c) F, et F, sont fermés (images réciproques) et disjoints (xy = 1 impose y # 0). Mais

d((n%).mo)=%-0

— donc d(F4, F,) = 0.
Réponse. d(K, F) > 0 si K compact ; faux pour ’axe et I'hyperbole xy = 1.

Correction de I’exercice 14 - Intersection décroissante de compacts

a) (x,) est une suite du compact K : une sous-suite x,) converge vers [ € K.

b) Pour p fixé, x,n) € Kyn) C K, des que @(n) = p ; K, est fermé, donc £ € K. Ainsi
tek,
19}

c) ([n, +=[ = @ (fermés non bornés) et [) ]O, %] = @ (bornés non fermés).

Réponse. Valeur d’adhérence commune : [ |K, # @ ; contre-exemples [n, +=[ et ]O, 1.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : distance entre deux compacts

L’infimum est atteint. L’application (x, y) = |x — y|| est continue sur K x L.

— K X L est un produit de compacts, donc compact.

— Le théoreme des bornes donne l'existence de (x,y,) € K X L réalisant le minimum :
d(K,L) = [|xo = yll-

Stricte positivité. Si d(K,L) = 0, alors ||xo — y,| = 0, donc xo =y, € KN L.

— Ceci contredit I'hypothese KNL = @.
— Donc d(K,L) > 0.

L’hypothese de compacité est indispensable. Avec K = {(x, 0)} (I’axe des abscisses,
fermé non borné) et L = <(x %) X > O> (fermé non borné) :

— les deux ensembles sont fermés et disjoints, mais d(K, L) = 0 car les points (n, %) et

(n, 0) sont a distance % - 0.
— Morale : « fermés disjoints » ne suffit pas ; il faut qu’au moins I'un des deux soit
compact.

Réponse. K X L. compact : le minimum est atteint et non nul.
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