Chapitre 10 - Compacité 1

Plaquette 4 - Compacité, suites et uniformiteé
Compacité — Prépa MP / MPI (2¢ année)

Exercices

Méthode

La compacité transforme des propriétés ponctuelles en propriétés uniformes :
continuité en continuité uniforme (Heine), convergence simple monotone en
convergence uniforme (Dini), contraction faible en convergence des itérés. La
technique est toujours la méme : on raisonne par 1’absurde, on construit une suite
de « mauvais points », on en extrait une sous-suite convergente dans le compact, et la
continuité au point limite produit la contradiction. Les ensembles de valeurs
d’adhérence et les applications qui conservent les distances relevent du méme
schéma.

Exercice 1 - Théoreme de Dini

Soit (f,) une suite croissante de fonctions continues sur [a, b], convergeant
simplement vers f continue. On pose g, = f—f, = 0.
a) Supposons |g, ||, = € pour tout n : il existe x, avec g,(x,) = . Extraire x,,) — a.
b) Montrer que gp(x(,,(n)) = ¢ pour @(n) = p (décroissance de (g9,)), puis que gp(a) =c
pour tout p.

N . ) . N n
c) Conclure a la convergence uniforme, et I’appliquer a f,(x) = (1 + %) sur [0, 1].

Exercice 2 - Continuité d’une intégrale a parametre

Soit f continue sur [a, b] X [c,d] et F(x) = fif(x, t)dt.

a) Justifier que f est uniformément continue.
b) En déduire que |F(x) — F(x)| = (d — ¢)e dés que |x — x| = 6.

1 2
c) Application : F(x) = [ Oe"‘t dt est continue sur [0, 1] ; calculer F(0) et majorer
|[F(x) — F(0)].

Exercice 3 - Une isométrie d’un compact dans lui-méme est surjective

Soit K compact et f:K — K avec ||f(x) — f(y| =[x = yl.
a) Supposons a € K \ f(K). Montrer que 6 = d(a, f(K)) > 0 (f(K) est compact).
b) On pose a, = f'(a). Montrer que ||a, — a,|| = 6 pour n # m.

c) Conclure, et montrer que le résultat est faux sur [0, +o[.
- J

Exercice 4 - Valeurs d’adhérence d’une suite d’un compact

Soit (u,) une suite d’un compact K et A I’ensemble de ses valeurs d’adhérence.

a) Montrer que A est non vide.
b) Montrer que A est fermé (donc compact).
c) Montrer que si u, ;1 = f(u,) avec f continue sur K, alors f(A) C A.
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Exercice 5 - Limite d’une suite de puissances

Soit A € M ,(R) telle que la suite (Ak) soit bornée.

a) Montrer que (Ak) admet une valeur d’adhérence.
b) Montrer que si Ak o L, alors L?=LetAL=1L.

11 0 -1
i i . = l . i = ?
c) Application : A 5 <1 1> ; et que dire de A <1 0 > :

Exercice 6 - Approximation uniforme par des fonctions affines par morceaux

Soit f continue sur [0,1] et € > 0.
a) Justifier I’existence de 6 > 0 tel que |x —y| = 6 = |f(x) — fly)| = &.

b) Soit N = % et g la fonction affine par morceaux qui coincide avec f aux points %
Montrer que [|f—g|, = 2¢.

c) Application : f(x) = J/x, € = 0,1 ; proposer N.

Vs

J/

Exercice 7 - Emboitement et diametre

Soit (K,) une suite décroissante de compacts non vides de R avec 6(K,) - 0.

a) Montrer que [ K, est non vide.
b) Montrer que c’est un singleton.
c) Application : retrouver le théoréme des segments emboités et I’appliquer a

1 n 1 n+1 .
K, = (1 + ﬁ> , (1 + ﬁ> (admettre la monotonie des bornes).

Vs

J/

Exercice 8 - Une suite récurrente sur un compact

Soit f:[0, 1] = [0, 1] continue et croissante, ug € [0, 1], u, +1 = flu,).

a) Montrer que (u,) est monotone.
b) En déduire qu’elle converge vers un point fixe de f.

x2+1

c) Application : fix) = ¥

et ug = 0.

- J

Exercice 9 - Fonction continue et uniformément continue sur un borné

Soit f continue sur ]0, 1[.
a) Montrer que si f se prolonge par continuité a [0, 1], elle est uniformément
continue sur ]0, 1[.
b) Montrer la réciproque (utiliser le critere de Cauchy aux bornes).
c) Etudier fix) = xlnx et g(x) =1Inx sur ]O, 1[.

AN J

Exercice 10 - Distance et fonction distance sur un compact

Soit K un compact non vide de R" euclidien et f(x) = d(x, K).

a) Montrer que pour tout x, il existe p(x) € K avec |x — p(x)| = f(x).

b) Si K est convexe, montrer que p(x) est unique (utiliser I’identité du
parallélogramme).

c) Montrer que 1'unicité tombe si K n’est pas convexe : K = cercle unité et x = 0.
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Exercice 11 - Continuité uniforme d’une fonction de deux variables

. _ Xy
Soit f(x, y) Toiey

a) Justifier que f est uniformément continue sur le disque unité fermé.
b) Montrer que f est lipschitzienne sur R? en majorant ses dérivées partielles.

s . y . 7 . 2
c) En déeduire qu’elle est uniformément continue sur R”.
- J

Exercice 12 - Convergence uniforme sur tout compact

Soit f,(x) = E: o ’lg—l,( sur R.

a) Montrer que f, — exp uniformément sur tout segment [-A, A].
b) Montrer que la convergence n’est pas uniforme sur R.
c) En déduire, pour K compact de R, la convergence uniforme sur K.

Exercice 13 - Application contractante faible et itérés

Soit K compact et f:K = K avec ||f(x) — f(y)|| < ||x — y|| pour x # y. On note £ son unique
point fixe (existence par compacité).
a) Montrer que u, = |x, — | est décroissante, pour x, + 1 = f(x,).

b) Soit A = limu,, et a une valeur d’adhérence de (x,). Montrer que
lla—2 =2 = |fla) —£].
c) En déduire A = 0 : les itérés convergent vers /.

Exercice 14 - Le sinus itéré

Soit up €[0,1] et u, 41 = sinu,.
a) Montrer que |sinx — siny| < |[x — y| pour x # y dans [0, 1].
b) En déduire que u, — 0 (exercice précédent).
c) Montrer que sin n’est pas contractante (au sens de Banach) sur [0, 1], et que la
convergence est lente : on admet u, ~ @ .

Exercice 15 - Syntheéese : continuité d’une borne supérieure a parametre

Soit f(x, t) = sin (xt) e " et M(x) = max; ¢ 1o, 1;f(x, t) pour x € [0, 2].

a) Justifier que M est bien définie.

b) Montrer que M est continue sur [0, 2] (Heine).
c) Calculer M(0) et montrer que M(x) < min (x, 1).
d) Montrer que M est croissante.
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