Chapitre 4 - Diagonalisation 1

Plaquette 1 - Criteres, matrice de passage
et applications aux puissances et aux suites

Diagonalisation — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Criteres de diagonalisabilité (équivalents, en dimension finie).

1. E posséde une base de vecteurs propres. 2. EA c Sp(u)dimE 2 = n. 3. x, est scindé
et d, = m, pour toute valeur propre. 4. 1, est scindé a racines simples.

Conditions suffisantes.

— n valeurs propres distinctes = diagonalisable.

— Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable en base orthonormée
(théoreme spectral).

— Un projecteur (p? = p) et une symétrie (s? = id) sont diagonalisables.

Mise en ceuvre. Si A = PDP ! avec D = diag(A4, ..., A,) et P la matrice des vecteurs
propres en colonnes :

A"=pD"'P"! D"= diag (A7, ..., Ay )

Applications.

— Suites couplées X, , ; = AX; : X = A*X, = PD*P7'X,.

— Systéme différentiel X' = AX : en posant Y = P~ 'X, le systéme devient Y’ = DY,
donc y,(t) = cet.

— Racine carrée : siA = PDP ™! avec A; =0, alors B = P/D P! vérifie B? = A.

— Commutant : u et v diagonalisables commutent < ils sont co-diagonalisables

(diagonalisables dans une méme base).
AN J

Correction de l'exercice 1 - Diagonalisation explicite

— Spectre : y, =X’-2X-3= (X-=3)X+1),donc Sp(A) = {3, —-1}.

— Deux valeurs propres distinctes en dimension 2 : A est diagonalisable.
— E3: (A—-3)X =0donne —2x+ 2y =0, soit y = x: E3 = Vect(1, 1).

— E_1:2x+2y=0,so0ity=—-x:E_; =Vect(l, -1).

/11 /30 1_1/11
P‘<1 —1>' D‘<0 —1>' P ‘2<1 —1>

— Vérification : AP = <§ 1_1> et PD = <§ 1_1> v (controler AP = PD est plus rapide

que P_lAP).
— Remarque : A est symétrique et P est orthogonale a normalisation prés — les deux
vecteurs propres sont orthogonaux.

11 >,D=diag(3,—1).

Reéponse. P = <1 _1
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Chapitre 4 - Diagonalisation

Correction de I’exercice 2 - Calcul de puissances

A" = PD"P™" avec D" = diag (3", (-1)").

n_1/1 1 3" 0 11
A _§<1 —1><o (—1)“><1 —1>

— Le calcul donne

A=l 3"+ (-1)" 3" (-1)"
2\3"-(=1)" 3"+ (-1)"
. 7 e . _ .l 3_1 3+1 _ 1 2 v
Vérification pourn=1: 2<3+1 3-1)=\2 1
o _,.1(10 8\ /54 2_1+42+2/
Pourn 2'2<8 10> <45'etA 242 4+1
n
— Comportement asymptotique : A" ~ 37<1 1> — la plus grande valeur propre
domine.

n n n n
Réponse.A"=% 3n+( 1)n 3n ( 1)n )
3"=(-1)" 3"+ (-1)

Correction de I’exercice 3 - Diagonalisabilité a discuter

— Spectre : y, = (X — 1)%, donc 1 est I'unique valeur propre, avec m; = 2.

— Sous-espace propre : A -1 = <8 g>

— Sia # 0:lerang vaut 1, donc d; = 1 < 2 — non diagonalisable.

— Sia=0:A =1, déja diagonale.

— Conclusion : A est diagonalisable si et seulement si a = 0.

— Lecture par le polynome minimal : poura # 0, my = (X — 1)2, a racine double —
critere 4 en défaut.

— Idée a retenir : une matrice diagonalisable n’ayant qu'une seule valeur propre A est
nécessairement Al

Réponse. Uniquement pour a = 0.
Correction de l'exercice 4 - Matrice 3x3

— Spectre : la matrice est triangulaire inférieure, donc Xp=X- 2)2(X —3) et
Sp(A) = {2, 3}.

— E;: (A-2DX=0s"écrit x+y =0 (ligne 2) et —x + y =0 (ligne 3), doux=y=0et 2
libre.

— E, =Vect((0,0, 1)), de dimension 1 < m, = 2.

— Conclusion : A n’est pas diagonalisable.

— Controle : dimE; = 1 également, donc la somme vaut 2 < 3 v

— Pour aller plus loin : A est trigonalisable (le polynome caractéristique est scindé

sur R) ; on la réduirait a un bloc de Jordan <(2) ;> complété par (3).

Réponse. Non diagonalisable : dimE, =1 < 2.
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Chapitre 4 - Diagonalisation 3

Correction de I’exercice 5 - Suites couplées

. 1 2 ) .
La matrice du systeme est A = <2 1>, diagonalisée plus haut.

— Changement de variables : s, = u, + v, et d, = u, — v, (les coordonnées dans la base

propre).
— Sp4+1 = 3u,+ 3v, = 3s, : géométrique de raison 3, s, = 1, donc s, = 3".
—dpy1 =Up+2v,—2u,—v,=—(u,— v, = —d, : géométrique de raison —1, dy =1,

doncd, = (-1)".
snt+d, _ 3"+ (-1)" 3" - (-1)"
2 2 2 '
— Vérification : u; = 1, v; = 2 par les formules ; et directementu; =1+ 0 =1,
vi=2+0=2v;u,=05, vy=4des deux fagons v
n
— Lecture : les deux suites croissent en 37 et deviennent équivalentes — le vecteur

d’état s’aligne sur le vecteur propre dominant (1, 1).

n n n n
Réponse. u, = w' v, = w

— Retour: u, =

etv, =

Correction de I’exercice 6 - Systeme différentiel

Méme matrice A = <; ?> de valeurs propres 3 et —1.

— Nouvelles fonctions : s=x+yetd =x—y.
— s = 3s, donc s(t) = s(0)e3 = 3,
— d = —d, doncd(t) = et
— Solutions :
t -t

3t -t 3
_et+e _et—e

_ Vérifications : x(0) = 1, y(0) = 0 v ; x(0) = 32;1 =1 = x(0) + 2y(0) v

— Structure générale : dans la base propre, le systeme se découple en équations
scalaires y, = A;y, — c’est tout I'intérét de la diagonalisation en dynamique.

e+ et e —e

Reponse. x = 5 , V= 5

Correction de I'exercice 7 - Racine carrée d’une matrice

N 1 2 . . . ..
On reconnait A avec A = <2 1> ; mais construisons B par diagonalisation.

4 . .
— M = <Z 5> a pour valeurs propres 9 et 1 (trace 10, déeterminant 9), de vecteurs

propres (1,1) et (1,-1).
— On pose VD = diag(3,1) et B=P/DP*:

-3GO0 L))

L. . 2 441 242 5 4
Vérification : B <2 +2 1+ 4> <4 5>
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Chapitre 4 - Diagonalisation

— Non-unicité : en choisissant diag(—3, 1), diag(3, —1) ou diag(—3, —1), on obtient trois

. , 1
autres racines carrées — dont <2 1)

— Condition : cette construction exige des valeurs propres positives pour rester réelle.

Réponse. B = <i ;> (parmi d’autres).

Correction de l'exercice 8 - Endomorphisme diagonalisable

Matrice dans la base (1,X) :
—ul)=14+X;uX)=0+1xX=X.

(19

— Spectre : y = (X — 1), valeur propre unique 1 de multiplicité 2.

— Sous-espace propre : (M —I)X = 0 donne x = 0 (premiére coordonnée du produit),
soit E; = Vect(X), de dimension 1.

— Conclusion : d; =1 < 2, donc u n’est pas diagonalisable.

— Vérification directe : u(P) = P signifie P(0) = a et P(1) = b pour P = a + bX,
c’est-a-dire a = a (toujours vrai) et a + b = b, donc a = 0 : P est multiple de X v

— Nature de u : u —id est de rang 1 et de carré nul — u est unipotent.

Réponse. Non diagonalisable : E; = Vect(X), de dimension 1.

Correction de l’exercice 9 - Co-diagonalisation

20

0 15

— Théoreme : deux endomorphismes diagonalisables commutent si et seulement s’ils
sont diagonalisables dans une méme base.

— Ici la base commune est la base canonique.

— Sens de la démonstration : si u et v commutent, chaque sous-espace propre E(u)
est stable par v ; on diagonalise alors v a I'intérieur de chaque E,(u), obtenant une
base de vecteurs propres communs.

— Produit : AB = < > = BA — deux matrices diagonales commutent toujours.

— Contre-exemple sans commutation : <(1) (1)> et <(1) (i 1> sont toutes deux

diagonalisables mais ne commutent pas : aucune base ne les diagonalise
simultanément.

Réponse. AB = BA : elles sont co-diagonalisables (base canonique).
Correction de I'’exercice 10 - Diagonalisation d’'une matrice symétrique

— Spectre : y, = X° — 6X + 8 = (X — 2)(X — 4), donc Sp(4) = {2,4}.

— E;: —x+y=0,soit E4, = Vect(1,1). E, : x+y =0, soit E; = Vect(1, —1).

— Orthogonalité : ((1,1),(1,—-1)) = 0 v — automatique pour une matrice symétrique
réelle (théoréme spectral).

— Normalisation :
_ 1 11 T (40

— Q est orthogonale : QTQ =], donc Q_1 = QT — l'inversion est gratuite.
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Chapitre 4 - Diagonalisation

— Application : la forme quadratique q(x, y) = 3x% + 2xy + 3y? s’écrit 4x* + 2Y? dans les
nouvelles coordonnées ; elle est définie positive.

Réponse. Q = %<1 1 > Q AQ diag(4, 2).

Correction de I'exercice 11 - Limite de puissances
— Spectre : tr(A) = 1,5 et detA = 0,56 — 0,06 = 0,5, donc
X, =X'—15X+0,5=(X-1)(X-0,5).

— Vecteurs propres : pour A =1, —0,2x + 0,3y = 0 donne (3, 2) ; pour A = 0,5,
0,3x+ 0,3y = 0 donne (1, —1).

— Puissances : A" = PD"P™! avec D" = diag(l, 0,5").
— Comme 0,5" - 0, on obtient D" - diag(1, 0), donc
. 1 0\,.1_1/3 3\_/06 06
A _’P<o 0>P = 5<2 2> - <0,4 0,4>
— Interprétation : quelle que soit la répartition initiale, le systéme converge vers 1’état

stationnaire (0,6; 0,4) — les colonnes de la limite sont toutes égales a ce vecteur
propre normalisé.

A 0,6 _ (0,48+0,12\ _ (0,6
— Controle 'A<0,4> B <0,12 + 0,28> B <0,4> ’
0,6 0,6>

7 n
Réponse. A" - <0’4 0.4)°

Correction de l'exercice 12 - Puissances par diagonalisation explicite

2 -2

a) 1, =X?—5X+6 = (X — 2)(X - 3). Pour2:A—2I=<1 =

>, vecteur (1,1). Pour 3 :

A—-3]= <1 :§> vecteur (2, 1).

12 - . (=12
b)P—<1 1>(detP— 1), D = diag(2, 3), P —<1 _1>'

c)A"=pD"P!
An_ 2.3n_2n 2n+1_2'3n
- 3n_2n 2n+1_3n

6—2 4—6 4 -2
—Pourn—1.<3_2 4_3> < >
2.30_n pn*tl_o.3n
2n+1 3

Réponse. A" = ( o
3"-2
Correction de I’exercice 13 - Rotation diagonalisée sur C

a) Valeurs propres e (distinctes), vecteurs propres (1, —i) et (1,1i). Avec P = <1 1>
Ry = Pdiag(e'®, e )p~!
b) R} = Pdiag(e™, e P!, qui est la méme expression avec né :

Rg = Rpe
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Chapitre 4 - Diagonalisation

c)Rp=1=eM =1 nd € 2nZ. 1l existe un tel n si et seulement si % € Q.

Réponse. Ry = Pdiag(e®®, e ®)P™! ; R} = R, ; ordre fini = % € Q.

Correction de l’exercice 14 - Une matrice symétrique 3x3

a) J a pour valeurs propres 3 (simple) et 0 (double), donc A a 4 (simple) et 1 (double).

- f pd A . L L —
b)E,=R(1,1,1) et E; = {x+y+2z=0}. Base orthonormée : 5(1' 1,1), ﬁ(l’ 1,0),
1@1,1,-2).

J6
c)0Q= §] est le projecteur orthogonal sur E; et A =4Q+ (I-Q), dou A" = 4"Q+(UI-0Q):

n
At=1+4 21y

—Pourn=1:I+]/;pourn=2:I+5],etdirectementA2=I+2]+]2=I+5]/.

Réponse. SpA = {4,1,1}; A" =1+ 4n3‘ 1y

Correction de I’exercice 15 - Synthese : diagonalisation d’'une matrice 3x3

a) - Rang 1 : toutes les lignes sont égales, donc dimkerA = 2 et 0 est valeur propre avec
do = 2.

— A(1,1,1) = (3, 3, 3), donc 3 est valeur propre, de vecteur propre (1,1,1).

— Polynéme caractéristique : y, = X*(X-3),etdg=2=mg dz=1=m;.

— A est donc diagonalisable :

11 1
P=(1-10 | D = diag(3, 0, 0)
10 -1

— Controle :tr(A) =3=34+0+0v etdetA=0 v

b) Méthode directe (plus rapide ici) : A% = 3A car chaque coefficient de A% vaut
1+1+1=3.

— Par récurrence immédiate : A" = 3"~ 'A pour n = 1.

— Veérification : n = 2 donne 3A v ; n = 3 donne 94, et A =A-34 =34 =94 v

— Cohérence avec la diagonalisation : A" = PD"P™! et D" = diag(3",0,0) = 3"~ 'D,
doncA"=3""'A v

— Remarque : A est le projecteur orthogonal sur la droite Vect(1, 1, 1).

3

Réponse. a) D = diag(3,0,0) - b) A" = 3" !

A.
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