Chapitre 4 - Diagonalisation 1

Plaquette 2 - Diagonalisation pratique : matrices 3 x 3 et 4 x 4

Diagonalisation — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Protocole.
— dimE; =n—-rg(A—-Al) etl =dimE, < m;,.

— Pour une valeur propre simple, dimE, = 1 automatiquement : seule une valeur
propre multiple peut faire échouer la diagonalisation.

— Contréles : trA = > 4;, detA =[] A;.
— SiA=PDP'.
A"=pp"P!,  Al=pp7'p7!,  A"=DAlCL;
i

— ou C; est la i-iéme colonne de P et L; la i-iéme ligne de P~' (décomposition
spectrale).

— Compagnon : la matrice de derniere ligne (—ay, —a;, —a,) a pour vecteurs propres
les (1,2,27%).

- J

Correction de I’exercice 1 - Trois valeurs propres distinctes

a)A(1,1,0)=(3-2,1,1-1)=(1,1,0) : valeur propre 1. A(0,1,1) = (0, 2, 2) : valeur
propre 2. A(1,1,1) = (3, 3, 3) : valeur propre 3.

b) Trois valeurs propres distinctes en dimension 3 : y, = (X — 1)(X — 2)(X — 3) et A est
diagonalisable avec

101
P={111] D = diag(1, 2, 3)
011

c)trA=34+0+3=6=1+2+3 .

detA=30+2)+23-2)+2(-1-0)=6+2—-2=6=1%x2x%x3 V.
101

Réponse. SpA = {1,2,3};P=(1 1 1 |, D =diag(l,2,3).

011

Correction de I'exercice 2 - Une valeur propre double diagonalisable

_ X-2 3 _ v 2
a) x, =X 2)‘0 X+1‘_(X 2)°X+1).
000
b)A-2I=|3 0 -3 |,derang1: E, = {x =2z} =Vect((1,0,1),(0,1,0)), de dimension 2.
30 -3
300
A+I=(3 3 -3 |:x=0,y=2donc E_; =Vect(0,1,1).
300
c) dimE, + dimE_; = 3 : diagonalisable.
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100
P={011)] D = diag(2, 2, -1)
101

— Controle :trA=3=2+2-1 v.
Réponse. Xa=X- 2)2(X + 1) ; dimE, = 2 : diagonalisable, D = diag(2, 2, —1).

Correction de l'exercice 3 - Une valeur propre double non diagonalisable

a)trA=5,detA=3(0+1)—1(0+2)—1(1 —4) =3 -2+ 3 =4, et la somme des mineurs
principaux d’ordre 2 vaut (6 — 1) + (0 +2) + (0 + 1) = 8. Donc y, = x° -5Xx*+8X -4,
Comme 1 est racine, on factorise :

)(A=(X—l)(X2—4X+4)=(X—1)(X—2)2

11 -1
b)A-2I=(1 0 —1 |:la troisieme ligne est la somme des deux premieres, et celles-ci
21 =2

sont libres. Rang 2.
c)dimE, =3—-2=1<2=m,:An’est pas diagonalisable. Elle est trigonalisable car y,
est scindé sur R.

Réponse. Xa=X-1X- 2)2 ; dimE, = 1 : non diagonalisable, mais trigonalisable.
Correction de I’exercice 4 - Discussion selon deux parametres

a) Triangulaire : 1 (double) et 2 (simple).
0al

b)A—I=(0 1 b |. Les deux premieres lignes (a, 1) et (1, b) (sur les colonnes 2 et 3)
00O

sont proportionnelles si et seulement si ab — 1 = 0. Donc

dimE;=2ergA-I)=1eab=1

c)a=2,b= % : E; est défini par 1’équation 2y + z = 0, d’ou E; = Vect((1, 0, 0), (0, 1, —2)).
-121 10 2
A-2I=0 041 |:2=0x=2y E;=Vect(2,1,0).AvecP=(01 1),
0 0 -1 0 -20

D = diag(1, 1, 2).
Réponse. Diagonalisable = ab = 1 ; pour (2, %) : B, = Vect((1,0,0), (0,1, -2)),
E, =Vect(2,1,0).

Correction de l'exercice 5 - Matrice diagonale par blocs

Q) Xy = XaXp = X = 3)(X + DX - 2)°.

b) A a deux valeurs propres distinctes 3 et —1 : diagonalisable. B a pour seule valeur
propre 2 et B # 21 : non diagonalisable.

c) E;(M) = {0} X E,(B) est de dimension 1 < 2. En général :
Iy = ppcm(iiy, IIp)

— est scindé a racines simples si et seulement si 114 et g le sont : une matrice diagonale
par blocs est diagonalisable si et seulement si chaque bloc 'est.
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Chapitre 4 - Diagonalisation 3

Réponse. Xy=X-3)X+1X- 2)2 ; M non diagonalisable car le bloc B ne 1’est pas.

Correction de I’exercice 6 - Matrice compagnon et Vandermonde

a) Pour une matrice compagnon de derniere ligne (—aq, —a, —a,),
Xc = X+ a X +a X+ ay, d’ou

Xe=X—6X"+11X-6=(X-1)X—-2)(X - 3)

b) C(1,4,4%) = (4,2%,6 — 112 + 62%) et 6 — 114 + 6A° = 2° puisque x.(2) = 0. Donc
C(1,2,4%) = A(1,2,2%).
111
c)P=|(1 2 3 |, matrice de Vandermonde de déterminant (2 -1)(3—-1)(3—-2) =2 # 0.
1409
Et P~'CP = diag(1, 2, 3).

Réponse. Xe=X-1)(X-2)X-23); vecteurs (1,A,A2) ; P de Vandermonde, detP = 2.
Correction de l'exercice 7 - Matrice triangulaire a diagonale distincte

a) Triangulaire de coefficients diagonaux 1, 2, 3 distincts : trois valeurs propres distinctes.

-1 2 3
b) E; = Vect(eq). Pour2:A—-2I=|1 0 0 4 ), doncz=0,x=2y:(2,1,0). Pour 3:
0O 01
-2 2 3
A-3I=|10 -1 4 |, doncy=4zet2x=8z+3z:(11,8,2). Vérification :
0O 0 O
11 11+16+6 11
Al 8 =| 16+ 8 =3( 8
2 6 2
c) Le vecteur prop{e éassl(icié a ayy peut étre choisi dans Vect(ey, ..., ex) (car Vect(ey, ..., ex)
eststable): P=(0 1 8 est triangulaire supérieure.
002

Réponse. Vecteurs propres (1,0, 0), (2,1,0), (11, 8,2) ; P triangulaire.
Correction de l’exercice 8 - Valeurs propres irrationnelles

a) Développement selon la premiere ligne :

X =XX*-1)-(X-0)-1=X>-2X=X(X"-2).

b) Ey = Vect(1,0, —1), Ez = Vect(1,V2,1), E_j7 = Vect(1, —/2, 1) (vérification :
A(1,J2,1) = (2, 2,J2)). Trois valeurs propres distinctes : diagonalisable.

c) A3 =2A (Cayley-Hamilton), donc A%+ = okg et, pourk =1, A% =2k=142 qyec
1 01
A’=(020
1 01

Réponse. y, = X(X*—2); A1 =24, A% =2""1A% (k 2 1).
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Correction de 1’exercice 9 - Inverse par diagonalisation

a)A(1,0,1)=(,0,1),A(1,1,1)=(2,2,2),A(0,1,1) = (0, 3, 3) : D = diag(1, 2, 3).

0O -11
b) Par pivot (ou en résolvant PX =Y) : pl=(1 1 -1
-1 0 1
o)Al = Ei%CiLi donne
3 -3 3
Al =% 13 -1
1 -3 5

— Vérification de la premiére colonne :
A%(3,1,1)=%(6+1—1, —3+2+41,-3+1+2)=(1,0,0) v.FEtdetA=1x2x3=6.

3 -3 3
Réponse.D=diag(1,2,3);A_l=% 13 -1
1 -3 5

Correction de I'exercice 10 - Une matrice de rang 2

a) Les lignes 1 et 3 sont égales, les lignes 1 et 2 libres : rang 2, kerA = Vect(1, 0, —1).
b) Ae, = e, : valeur propre 1. A(1,0,1) = (2,0, 2) : valeur propre 2. Contréle :
trA=3=0+1+2

c) A est symétrique ; les vecteurs trouvés sont orthogonaux. Base orthonormée

1 — 1 = T =di
5(1,0, 1), (0,1,0),5(1,0,1), et A = 0ODO avec D = diag(0, 1, 2).

Réponse. SpA = {0, 1,2}, vecteurs (1,0,-1), (0,1,0), (1,0, 1).

Correction de I'exercice 11 - Reconstruire une matrice a partir de ses
éléments propres

a) Les trois vecteurs forment une base (det=1x(1-0)—-1x(0—-1)+0=2

#Z
1
endomorphisme est déterminé par I'image d’une base : A = PDP tavecP=| 0
1

D = diag(1, 2, 2).

b) Plus rapide : A = 2] — p ou p est le projecteur sur E parallelement a E,. On a
E,={x—y+z=0}etg(v)=x—-y+zvaut2en (1,0,1), donc p(v) = X=Y+2(1,0,1) et

2
1 -1 1 3 1 -1
A=2I—%OO 0=%0 4 0
1 -1 1 ~113

c)A—-I=I-petA—-2I=—-p,dou (A—I)(A—2I)=—(I—p)p=—(p—p2)=0 v.

3 1 -1
Réponse. A =% 0 40
-1 13

Correction de I’exercice 12 - Matrice d’un projecteur et d’une symétrie

a) On cherche p(v) =v—-1t(1,0,0) €Il: (x—t)+y+2=0,donct=x+y+zet
pv) =(-y—2,y,2):
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0 -1 -1
Mat(p)={ 0 1 O
00 1

b) En calculant, p? a pour premiére ligne (0, —1, —1), et les autres lignes sont
inchangées : p? = p. trp = 2 = rgp = dim IT.

-1 -2 =2
c)Mat(s) =10 1 O . Dans la base ((1,—-1,0),(1,0,-1),(1,0,0)) (base de IT puis de
0O 0 1
D) : p ~ diag(1,1,0) et s ~ diag(1,1, —1).
0 -1 -1
Réponse. Mat(p)=( 0 1 0 ; p ~diag(1,1,0), s ~ diag(1, 1, —1).
00 1

Correction de I’exercice 13 - Une matrice 4 x 4 antidiagonale
a)K*=1 E, =Vect(e; + ey, e, +e3), E_; = Vect(e; — e,, e; — e3), chacun de dimension 2 :
diagonalisable.
b) Dans la méme base, M = diag(a+ b,a + b,a — b,a — b), donc
detM = (a + b)*(a — b)* = (a* - b*)*
c) M est inversible si et seulement si a # *+b.
Réponse. SpK = {1, —1} (doubles) ; detM = (a® - b2)2 ; inversible ssi a # *+b.
Correction de I’exercice 14 - Décomposition spectrale
a) PDP ! = EiAiCiLi (produit par blocs colonne-ligne). L;,C; = (P_lP),-j = §;;, donc
b) Par récurrence, A* = EA;‘H,- (les produits croisés s’annulent), puis par linéarité :

QM) = D,QA)T,

1 (-1 2 _ (1N, /-1 2 (2 oy [2 2
c)P —<1 _1>.H1—<1>( 1 2)—<_1 2>etH2—<1>(1 1)—<1 _1>.Alors
-2+6 4—-6
2H1+3H2—<_2+3 4_3>—A/.

Réponse. A = > AIT;, I1; projecteurs spectraux ; IT; = <:i §> I1, = <i :?>

Correction de l’exercice 15 - Syntheése : puissances et comportement
asymptotique

a)A(1,1,0)=(1,1,0),A(0,1,1) =(0,-1,-1), A(1,1,1) = (2,2,2) : D = diag(1, -1, 2).
o 1 -1

mPl=(-11 0 | Décomposition spectrale :
1 -11
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4 -3 3
c)M;+M,+4Mz=| 3 -2 3 |, et le calcul direct de A? donne la méme matrice v. Enfin
3 -3 4
n n
% = ]\24,} + (—%) M, + M3 = M3, projecteur de rang 1 sur la direction dominante (1, 1, 1).
Réponse. D = diag(1, —1,2) ; A" = M; + (=1)"M, + 2"M5 ; A~ - M.,

21‘1
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