Chapitre 4 - Diagonalisation 1

Plaquette 4 - Diagonalisation,
topologie et exponentielle de matrices

Diagonalisation — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Densité et continuité.

— Toute A € M,(C) est limite de matrices a valeurs propres distinctes (trigonaliser
puis perturber la diagonale).

— Si deux applications continues coincident sur une partie dense, elles sont égales.

— p(A) = max|A| (rayon spectral) vérifie p(A) < ||A| pour toute norme subordonnée.

Fonctions de matrices diagonalisables. Avec les projecteurs spectraux IT; :

fla) = 2fA)TL,  exp(A) = Pdiag ()P

— detexp(A) = e'™ ; exp (tA) résout X' = AX.
— A" converge = chaque A; vérifie |A;] < 1 ou A; = 1 (cas diagonalisable).
- J

Correction de I’exercice 1 - Densité des matrices diagonalisables sur C

a) Par exemple ¥ = %6 avec 6 > 0 choisi plus petit que les écarts non nuls entre les t;
divisé par n : pour k assez grand, deux valeurs t; + % et t;+ 176 (i #j) sont distinctes (si

t; = t;, elles différent de u _kj)6

b) Ty = T + diag(e!¥) est triangulaire a diagonale distincte, donc diagonalisable, et
A, = PTP"! aussi. Enfin

# 0 ; sinon I'écart t; — t; domine).

IA, — Al = Pdiag(e®)P! =0
c) Toute matrice est limite de matrices diagonalisables (et méme a valeurs propres
distinctes).

Réponse. Perturbation de la diagonale de T : Ay = P(T + diag(e®))P~! - A.

Correction de l’exercice 2 - Non-densité sur R
a) A(M) est le discriminant de y,, ; si M est diagonalisable sur R, y,, est scindé sur R,
donc A(M) = 0.

b) A(J) =0 -4 = —4 < 0. L’application A est continue (polynomiale en les coefficients),
donc {A < 0} est un ouvert contenant J : il existe r > 0 tel que

IM=Jl| <r=AM) <0
— et aucune de ces matrices n’est diagonalisable sur R.

c) Les matrices diagonalisables sur R ne sont pas denses dans M,(R) (ni dans M,(R),
n = 2, par blocs).

Réponse. A(J) = -4 < 0, et {A < 0} est un ouvert sans matrice diagonalisable réelle.
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Chapitre 4 - Diagonalisation 2

Correction de l'’exercice 3 - Cayley-Hamilton par densité

a) y,(A) = P)(A(D)P_1 et y,(D) = diag(y,(4;)) = 0 car les A, sont racines de y,.
b) Les coefficients de y, sont des polynomes en les coefficients de A, ainsi que ceux des
puissances Ak chaque coefficient de y,(A) est polynomial en les a;;, donc continu.

c) L’application continue A ~ y,(A) est nulle sur la partie dense des matrices
diagonalisables, donc nulle partout :

VA € M,(C), x,(A)=0

— Une matrice réelle est en particulier complexe, avec le méme y, : le résultat vaut sur
R.

Réponse. Vrai sur les diagonalisables, continuité, densité : y,(A) = 0 pour tout A.
Correction de l'’exercice 4 - Déterminant de 1’exponentielle
a) (PDP_l)k = PDkP_l, puis on somme la série : exp (A) = Pexp (D)P_1 avec
exp (D) = diag(e?). Donc
detexp(A) = [ [ e? = o224 = gt
i

b) A~ detexp(A) et A+ e'™ sont continues et coincident sur une partie dense : elles sont
égales.

c) detexp(A) = e™ = 0; sitrA = 0, detexp (A) = 1.

Réponse. detexp (A) = e"™ pour toute A ; exp (A) toujours inversible.

Correction de I'’exercice 5 - Exponentielle d’une matrice symétrique

1/1 1 1/1 -1
a) Valeurs propres 3 et —1, vecteurs (1,1) et (1, —-1). II3 = a\1 1) In_, = a\l_1 1 )
b) exp (tA) = e3TI; + e 'TI_; :

3t -t 3t -t
_1[/e’+te " et —e
exp (tA) = ) <63t —et @3t 4ot

c) detexp (A) = %[(63 +e )2 —(e® - e‘l)z} =1 x4e’el=e?=e" v,
Réponse. exp (tA) = e3TI; + e 'TI_; ; detexp (A) = e?.
Correction de I’exercice 6 - Convergence de la suite des puissances

a)A" = EA?HI- et les IT; sont linéairement indépendants (non nuls, IT,IT; = §,I1;). Donc A™
converge si et seulement si chaque suite (A]) converge, c’est-a-dire |A;] <1 ou 2; = 1.
b) La limite est I1; (projecteur sur ker (A — 1)) si 1 est valeur propre, 0 sinon.

1

> donc

n —lll
A _’H1‘2<1 1>

— B : valeurs propres 1 et —1; (—1)" diverge, B" alterne entre I et B et ne converge pas.

c) A : valeurs propres 1 et

, . 11 .
Réponse. Convergence ssi |A;] <loud;=1;A" - %<1 1> ; B" diverge.
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Chapitre 4 - Diagonalisation 3

Correction de l'exercice 7 - Classe de similitude non fermeée

0t

> et P; ! divise la deuxiéme ligne par t (elle est nulle), d’ou

P;'NP, = tN
b) tN - 0 quand t — 0 : 0 est limite de matrices semblables a N, mais n’est pas semblable

aN(=#=N, et PopP~! = 0). La classe de N n’est pas fermée.

c) P(AI )P_1 = Al : la classe d’une matrice scalaire est un singleton. (Plus généralement, on
montre que la classe de similitude de A € M,(C) est fermée si et seulement si A est
diagonalisable.)

Réponse. P;'NP, = tN - 0 : classe de N non fermée ; classe d’une scalaire réduite a un
point.

Correction de I’exercice 8 - Une limite de diagonalisables

a) Triangulaire de valeurs propres % et 0, distinctes : diagonalisable. E,x = Vect(1, 0) et
Ey,= Vect(l, —%) (car %x +y =0).

b)Ay - N = <8 (1)> nilpotente non nulle, non diagonalisable. L’ensemble des matrices

diagonalisables n’est pas fermé.

c) Les deux directions propres (1, 0) et (1, —%) se rapprochent et deviennent colinéaires

11
a la limite : la matrice de passage Py = ( 1) vérifie

det Py = —% -0

— elle « dégénere », ce qui explique la perte de diagonalisabilité.

Réponse. A, diagonalisable, Ay — N non diagonalisable ; vecteurs propres qui deviennent
colinéaires.

Correction de l'exercice 9 - Rayon spectral et normes

a) SiAX = AX avec X = 0 : |A[|X]| = JAX] = JA[IX], d’ou |2 < |A].

b) A™ a pour valeurs propres les A", donc a) donne p(4)" = p(A") < |A"|. EtA" = PD"P"!
avec |D"|| = p(A)" (pour la norme subordonnée a une norme £” sur une diagonale). D’oll la
majoration.

c) En prenant les racines n-iemes :
_ 1/n
p) = A"V = (IPIIPTH)  p(A)

1/n

— et le facteur (||P| ||P_1||)1/" — 1. Par encadrement, |A"|"'" = p(A).

Réponse. p(A) < |A| ; encadrement p" < |A"]| = Cp"; |A"]''" - p(A).

Correction de l’exercice 10 - Fonctions d’'une matrice diagonalisable

1 -1 1 -
a)leAl_—22I=<o 0 >etn2=%=<8 1>,-onver1ﬁe1'[1+1'12=Iet1'[1+21'12=A.
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Chapitre 4 - Diagonalisation 4

0 1

JK=H1+EH2=<(1) g—1>

c) (\/K)2 =TII; + 2I1, = A (car I[T41II, = 0 et H,-2 = IT;). Directement : le coefficient (1, 2) vaut
2-D+W2-1V2=2-1)1+/2)=1v.

Réponse. IT; = <(1) 51> I, = <8 1> ; cos (mA) = <(;1 i> JA = <(1) g_ 1)-

b) cos(mA) = —I1; + 11, = <_1 2>. Et

Correction de I'exercice 11 - La limite de (I + A/n)™

a)[+4 = P(I + %)P‘l, et la puissance n-ieme d’une diagonale se calcule coefficient par
coefficient.
n
b) Pour tout complexe 4, (1 + %) = exp (nln (1 + %)) — e* (développement
nln(1 + %) =A+ O(%), avec la détermination principale du logarithme pour n grand). Par

continuité du produit matriciel :
A\" _1
(1+%) - Pdiag(e"P™" = exp (A)
c) Valeurs propres +1 : la limite est exp <0 1> = (COSh 1 sinhl )

10 sinh1l coshl1

cosh1l sinh1 )

n
Réponse. (I + %) — exp(A) ; ici (sinh 1 coshl

Correction de I’exercice 12 - Stabilité d’un systeme différentiel

a) Dans une base propre, X(t) = > c;e??V; et |e?| = eR®@) Toutes les solutions tendent
vers 0 si et seulement si chaque ett - 0, c’est-a-dire ReA; < 0 (prendre X(0) = V; pour la
réciproque).

b) Méme raisonnement : e* bornée sur R, = Rel; < 0.

C)x,=X+ 1)2 + 4, valeurs propres —1 *+ 2i : partie réelle —1 < 0, toutes les solutions
tendent vers O (spirale amortie). y; = X%+ 1, valeurs propres =i :

Re(xi) =0
— solutions bornées (cercles) mais ne tendant pas vers 0.

Réponse. Tendent vers 0 ssi ReA; < 0 ; bornées ssi ReA; = 0 ; A : amorti, B : périodique.
Correction de I’exercice 13 - Puissances bornées

a) A" = PD"P! et |D"|| = p(A)" = 1 (norme subordonnée a ||-||.), donc |A"| < PP Y|

b) Si AX = AX avec |A| > 1, alors |A"X|| = |A|"||X]| = +, ce qui contredit le caractére
borné.

c) 11 n_ 1n non bornée, alors que
01) “\o 1) ’ q

p=1

— Il manque la diagonalisabilité : un bloc de Jordan de valeur propre de module 1 fait
apparaitre un facteur polynomial n.
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Chapitre 4 - Diagonalisation 5

Réponse. Diagonalisable et p = 1 = bornée ; bornée = p < 1 ; le bloc de Jordan est un
contre-exemple.

Correction de l’exercice 14 - Valeurs propres et continuité en taille 2

a) Racines de X2 - tr(M)X + detM :
A (M) = M +2\/A(M)

b) Composée de fonctions continues (la racine carrée est continue sur R,).

c)tr=2,det=1—-¢, A=4—-4+4e=14¢,donc A ,x = 1 + /€. Une perturbation d’ordre ¢
déplace la valeur propre de /€, beaucoup plus : les valeurs propres d’'une matrice non
diagonalisable (M, est un bloc de Jordan) sont tres sensibles aux perturbations.

Réponse. A, = M

continue ; A «(M;) =1+ /.
Correction de I’exercice 15 - Synthese : exponentielle et systeme amorti
a) x, = X2 +3X+2=X+1)(X+2). Projecteurs de Lagrange :
_A+21 _ (2 1 _ A+1 _ (-1 -1
H—1—_1+2—<_2 _1>' 1_1‘2_—2+1_<2 2

— Controle : T1_1+I1_,=1v.

e t— g2t et

e
—2et4+2e7% —et42e72)
c) (y, y)(t) = exp (tA)(1,0), d’ou y(t) = 2t — e 2t Vérification : y(0) =1, y(0) = —-2+2 =0
v . Les valeurs propres sont de partie réelle négative : y(t) - 0 (régime apériodique).

b) exp (tA) = e 'TI_; + e 2I_, = (

Réponse. exp (tA) = e'TI_; +e 2M1_,; y=2et—e 2 > 0.
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