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Chapitre 4 - Diagonalisation

Plaquette 2 - Diagonalisation pratique : matrices 3 x 3 et 4 x 4

Diagonalisation — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

La diagonalisation effective suit toujours le méme protocole : (1) calculer y, (en
exploitant la structure : ligne ou colonne a un seul terme, somme des lignes
constante, matrice triangulaire) ; (2) pour chaque valeur propre, résoudre

(A—=ADX = 0 et compter dimE, = n —rg(A — AlI) ; (3) conclure sur la
diagonalisabilité ; (4) ranger les vecteurs propres en colonnes dans P dans l'ordre
des valeurs propres de D. On contréle systématiquement : trA = > 4;, detA = [[2;, et
AX = AX sur chaque vecteur trouvé.

Exercice 1 - Trois valeurs propres distinctes

3 =2 2
SoitA=(10 2
1 -1 3

a) Vérifier que (1,1,0), (0,1,1), (1,1, 1) sont vecteurs propres de A et préciser les
valeurs propres.
b) En déduire y,, puis P et D.

c) Controler avec la trace et le déterminant.

Exercice 2 - Une valeur propre double diagonalisable

Ve
-

200
SoitA=(3 2 -3
30 -1

a) Calculer y, en développant selon la premiere ligne.
b) Déterminer E, et E_;.

c) Conclure et donner P, D.
g

Exercice 3 - Une valeur propre double non diagonalisable

-

31 -1
SoitA=(1 2 -1
210

a) Vérifier que Xo= X3 — 5X% + 8X — 4 et le factoriser.
b) Calculer rg(A — 2I).
c) Conclure. A est-elle trigonalisable ?

Vs
-

Exercice 4 - Discussion selon deux parameétres

Soit A =

S O =
S N Q

1
b | avec a, b réels.
1
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Chapitre 4 - Diagonalisation 2

a) Donner le spectre de A.

b) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si ab = 1.

1

c) Diagonaliser A poura=2,b = ok

Vs

J/

Exercice 5 - Matrice diagonale par blocs

. A0 1 2 21
So1tM—<0 B>€M4(R)avecA—<2 1> etB—<0 2>.

a) Déterminer y,,.

b) Montrer que A est diagonalisable et pas B.
c) En déduire que M n’est pas diagonalisable. Enoncer le résultat général.

Exercice 6 - Matrice compagnon et Vandermonde

Ve
-

01 0
SoitC=|0 0 1
6 —11 ©

a) Calculer y . et le factoriser.

b) Montrer que (1,2&,2&2) est vecteur propre pour chaque racine A.
c) Ecrire la matrice de passage et justifier qu’elle est inversible.

Vs
-

Exercice 7 - Matrice triangulaire a diagonale distincte

123
SoitA=(0 2 4
003
a) Justifier sans calcul que A est diagonalisable.
b) Déterminer une base de vecteurs propres.
c) Pourquoi la matrice de passage obtenue est-elle triangulaire ?

Exercice 8 - Valeurs propres irrationnelles

Vs
-

010
SoitA=(101
010

a) Calculer y,.
b) Diagonaliser A.
c) En déduire A% et A***! sans multiplier de matrices.

Exercice 9 - Inverse par diagonalisation

Ve
-

2 1 -1 110
SoitA=(-121 |,P=(011
-11 2 111

a) Vérifier que les colonnes de P sont des vecteurs propres de A et préciser D.
b) Calculer p L
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Chapitre 4 - Diagonalisation 3

L c) En déduire Al = pD7!p7! et vérifier une colonne.
J

Exercice 10 - Une matrice de rang 2

101
SoitA=({010
101

a) Déterminer le rang de A et kerA.
b) Trouver les autres valeurs propres a 1’aide de la trace et de vecteurs évidents.
c) Diagonaliser A en base orthonormée.

Exercice 11 - Reconstruire une matrice a partir de ses éléments propres

Déterminer la matrice A € M3(R) telle que E; = Vect(1,0,1) et
E, =Vect((1,1,0),(0,1, 1)).

a) Justifier ’existence et 'unicité de A.

b) Calculer A.

c) Vérifier que (A —I)(A — 2I) = 0.

Exercice 12 - Matrice d’un projecteur et d’une symétrie

Soit p le projecteur de R? sur le plan IT = {x + y+ 2z = 0} parallelement a
D =1R(1,0,0), et s la symétrie associée.
a) Exprimer p(v) pour v = (x, y, 2) et écrire sa matrice.
b) Vérifier p? = p, trp = rgp.
c) Ecrire la matrice de s = 2p — id et diagonaliser p et s dans une méme base.

Vs

J/

Exercice 13 - Une matrice 4 x 4 antidiagonale

Soit K = et M = al + bK.

0001
0010
0100
1000
a) Diagonaliser K.

b) En déduire les valeurs propres de M et det M.

c) Pour quels (a, b) la matrice M est-elle inversible ?

Vs

J/

Exercice 14 - Décomposition spectrale

Soit A diagonalisable, A = pPDP?, C;les colonnes de P et L; les lignes de p .
a) Montrer que A = EiAiC,-Li et que les IT; = C,L; vérifient IL,IT; = §,I1; et ST =1.
b) En déduire Q(A) = > Q(A)I; pour tout polynéme Q.

4 -2
c) Application : pour la matrice A = < 11 > de valeurs propres 2 et 3, avec

P= <1 ?> calculer ITy, I1, et vérifier A = 2I1; + 3I1,.

Ve
-
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Chapitre 4 - Diagonalisation 4

Exercice 15 - Syntheéese : puissances et comportement asymptotique

2 -11 101
SoitA=(3 -2 1 )etP={111
3 -3 2 011

a) Vérifier que les colonnes de P sont propres et donner D.
b) Calculer P! et écrire A" = M, + (=1)"M, + 2" M.

n
c) Vérifier pour n = 2, puis déterminer lim %.
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