Chapitre 4 - Diagonalisation 1

Plaquette 5 - Diagonalisation : problemes de synthese

Diagonalisation — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Exercices

Méthode

Les exercices d’oral sur la diagonalisation demandent de reconnaitre la bonne
stratégie : un polynéme annulateur caché dans I’énoncé (AT = A% donne A* = A), une
décomposition naturelle de I’espace (symétriques et antisymétriques, polynémes
pairs et impairs), une relation de commutation (AB — BA = B) qu’on itére, une
structure géométrique (rotation, permutation). On termine toujours par une
vérification : trace, déterminant, ou calcul direct sur un vecteur.

Exercice 1 - L’endomorphisme M » M + 2MT

Soit :M - M + 2M" sur M,(R).
a) Calculer @(S) pour S symétrique et @(A) pour A antisymétrique.
b) En déduire que ¢ est diagonalisable, son spectre et un polynéme annulateur.
c) Calculer trop et det @.

G J

Exercice 2 - La matrice des quotients i/j

Soit A = (a;) € M,(R) avec a;; = Jl

a) Ecrire A = UV' et donner son rang.

b) Calculer trA et conclure sur la diagonalisabilité.

c) Donner les valeurs propres et une base propre pour n = 3.

G J
Exercice 3 - L’opérateur P» P(X + 1) + P(X - 1)

Soit u:P»P(X+ 1)+ P(X—1) sur R,[X], n = 2.

a) Montrer, avec la formule de Taylor, que u = 2id + 2 Ek -1 % ou D est la
dérivation.

b) En déduire que 2 est I’'unique valeur propre de u.

c) u est-il diagonalisable ? Déterminer E,.
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Exercice 4 - Diagonalisabilité de M » AM

Soit A € M, (K) et Ly:M - AM.
a) Montrer que Q(L,) = L) pour tout polynéme Q.
b) En déduire que oy, = 1m,4.

c) Conclure, puis appliquer a A = <(1) 1>

Ve
-
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Exercice 5 - Si AB - BA = B, alors B est nilpotente

Soit A, B € M, (C) telles que AB — BA = B.

a) Montrer par récurrence que AB* - B*A = kB* pour tout k = 1.

b) On note ®:M - AM — MA. Montrer que si B* = 0, alors k est valeur propre de .
c) En déduire que B est nilpotente.

Exercice 6 - L’équation AT = A2

Soit A € M,(R) telle que A" = A®.
a) Montrer que At=A.
b) En déduire que A est diagonalisable sur C et préciser son spectre possible.

c) Montrer que A est diagonalisable sur R si et seulement si A=A (on admettra
qu’alors A est un projecteur orthogonal).

Exercice 7 - Une matrice de permutation comme rotation

001
SoitP=|10 0
010

a) Montrer que P est orthogonale, de déterminant 1 : ¢’est une rotation de R>.
b) Déterminer son axe et son angle.
c) Diagonaliser P sur C.

Vs

J/

Exercice 8 - Une matrice bistochastique

a) Déterminer le spectre de P et une base orthonormée de vecteurs propres.
b) Calculer P".

c) Interpréter : une chaine de Markov de matrice P « oublie » son état initial a
quelle vitesse ?

Vs
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Exercice 9 - La matrice de Fourier

Soit w = e/ M et F = (0*~DI-1), _,_ .

- -1
a) Montrer que FF = nI,, (utiliser Enm _ow™=0sintp).

b) Montrer que F 2 =nS, ou S est la matrice de la permutation k —» —k des indices
modulo n, et en déduire F* = n2I.

c) En déduire que F est diagonalisable et que SpF C {/n, —/n,i/n, —iyn }. Vérifier
pour n = 2.
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Exercice 10 - Le renversement des coefficients

Soit r:P X"P(%) sur R,[X] (si P = S ap X5, r(P) =S a X" 5.

a) Montrer que r est une symétrie.

b) Déterminer E; et E_; (polyndmes réciproques et antiréciproques) et leurs
dimensions.

c) En déduire trr selon la parité de n.

Ve
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Exercice 11 - A est un polynome en A3

Soit A € M, (R) diagonalisable et B = A3,

a) Montrer qu’il existe un polyndéme Q tel que Q(u3) = u pour toute valeur propre u
de A.
b) En déduire que A = Q(B).

c) Le résultat subsiste-t-il pour B = A?? Donner un contre-exemple.
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Exercice 12 - Déterminant de | + A pour un projecteur

Soit A € M,,(R) un projecteur (A2 =A)derangr.
a) Calculer det(I + A) et det(I — A).
b) Montrer que I + A est inversible et que (I +A)_1 =]- %A.
c) Calculer exp (A).
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Exercice 13 - Si une puissance est diagonalisable

Soit A € GL,(C) et k = 1 tel que AX soit diagonalisable.

a) Ecrire my+ = ]_L.(X — ;) (p; distincts non nuls) et montrer que Q = ]_[i(Xk - 1)
annule A.

b) Montrer que Q est a racines simples.

c) Conclure. L’hypothése « A inversible » est-elle nécessaire ?

Ve
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Exercice 14 - Diagonalisation simultanée de trois symétries

Soit S; = diag(1, -1, -1), S; = diag(—-1,1,-1) et S3 = §5,S,.
a) Vérifier que S, S,, S3 sont des symétries qui commutent deux a deux.
b) Montrer que G = {I,S;,S,, S3} est un groupe isomorphe a (Z/ZZ)Z.
c) Plus généralement, montrer que des matrices Ay, ..., A, diagonalisables qui

commutent deux a deux sont simultanément diagonalisables (récurrence sur la
dimension ou sur p).

Exercice 15 - Synthése : une rotation de R3

a) Montrer que R est orthogonale de déterminant 1.
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b) Déterminer 1’axe et I’angle de la rotation.

c) Donner les valeurs propres complexes de R ; R est-elle diagonalisable sur R ? sur
C?

d) Calculer R” et R®, et interpréter.
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