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Plaquette 4 – Diagonalisation,
topologie et exponentielle de matrices

Diagonalisation — Prépa MP / MPI (2ᵉ année)
Exercices

Méthode

La diagonalisation est un outil d’analyse matricielle : pour A = PDP−1, toute
« fonction de A » (puissances, exponentielle, limite, racine) se calcule sur D puis se
transporte. Pour passer d’un résultat sur les matrices diagonalisables à toutes les
matrices, on utilise la densité des matrices diagonalisables dans Mn(ℂ) et la
continuité des applications en jeu (déterminant, trace, polynôme caractéristique,
exponentielle). Attention : sur ℝ, cette densité est fausse, et une limite de matrices
diagonalisables n’est pas forcément diagonalisable.

Exercice 1 – Densité des matrices diagonalisables sur C

Soit A ∈Mn(ℂ), trigonalisée : A = PTP−1 avec T triangulaire de diagonale (t1,…, tn).
a) Montrer qu’il existe des suites (ε(k)i )k tendant vers 0 telles que les ti+ ε(k)i soient
deux à deux distincts.
b) En déduire une suite Ak de matrices diagonalisables tendant vers A.
c) Conclure que l’ensemble des matrices diagonalisables est dense dans Mn(ℂ).

Exercice 2 – Non-densité sur R

Soit J = 0 −1
1 0 et, pour M ∈M2(ℝ), Δ(M) = (trM)2−4detM.

a) Montrer que si M est diagonalisable sur ℝ, alors Δ(M) ≥ 0.
b) Calculer Δ(J) et montrer qu’il existe une boule centrée en J ne contenant aucune
matrice diagonalisable sur ℝ.
c) Conclure.

Exercice 3 – Cayley-Hamilton par densité

a) Montrer que si A = PDP−1 est diagonalisable, alors χA(A) = 0.
b) Montrer que l’application A ↦ χA(A) est continue sur Mn(ℂ).
c) En déduire le théorème de Cayley-Hamilton sur Mn(ℂ), puis sur Mn(ℝ).

Exercice 4 – Déterminant de l’exponentielle

a) Montrer que si A = PDP−1, alors exp (A) = Pexp (D)P−1, et en déduire
detexp (A) = etrA pour A diagonalisable.
b) Étendre le résultat à toute A ∈Mn(ℂ) (on admet la continuité de exp).
c) En déduire que exp (A) est toujours inversible, et que exp (A) ∈ SLn si trA = 0.
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Exercice 5 – Exponentielle d’une matrice symétrique

Soit A = 1 2
2 1 .

a) Diagonaliser A et écrire ses projecteurs spectraux.
b) Calculer exp (A) puis exp (tA).
c) Vérifier detexp (A) = etrA.

Exercice 6 – Convergence de la suite des puissances

Soit A diagonalisable, A = ∑iλiΠi (décomposition spectrale, λi distincts).

a) Montrer que (An) converge si et seulement si, pour tout i, |λi| < 1 ou λi = 1.
b) Préciser la limite dans ce cas.

c) Étudier A = 1
4

3 1
1 3 et B = 0 1

1 0 .

Exercice 7 – Classe de similitude non fermée

Soit N = 0 1
0 0 et Pt = diag(1, t), t > 0.

a) Calculer P−1
t NPt.

b) En déduire que 0 est adhérent à la classe de similitude de N, et que cette classe
n’est pas fermée.
c) Montrer en revanche que la classe de similitude de 0 (ou d’une matrice scalaire)
est réduite à un point.

Exercice 8 – Une limite de diagonalisables

Soit Ak =
1
k 1
0 0

.

a) Montrer que Ak est diagonalisable et la diagonaliser.
b) Déterminer la limite de Ak ; est-elle diagonalisable ?
c) Que deviennent les vecteurs propres quand k → +∞ ?

Exercice 9 – Rayon spectral et normes

Soit ‖·‖ une norme subordonnée sur Mn(ℂ) et ρ(A) = max |λ|.
a) Montrer que ρ(A) ≤ ‖A‖.
b) On suppose A = PDP−1. Montrer que ρ(A)n ≤ ‖An‖ ≤ ‖P‖‖P−1‖ρ(A)n.
c) En déduire ‖An‖1 / n → ρ(A) (formule de Gelfand dans le cas diagonalisable).

Exercice 10 – Fonctions d’une matrice diagonalisable

Soit A = 1 1
0 2 .

a) Déterminer les projecteurs spectraux Π1 et Π2 (polynômes de Lagrange en A).
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b) Pour une fonction f, on pose f(A) = f(1)Π1+ f(2)Π2. Calculer cos (πA) et A (avec
f = ·).
c) Vérifier que ( A )2 = A.

Exercice 11 – La limite de (I + A/n)ⁿ

Soit A diagonalisable, A = PDP−1.

a) Montrer que I+ A
n

n
= Pdiag 1 + λi

n
n

P−1.

b) En déduire que I+ A
n

n
→ exp (A).

c) Application : calculer lim I+ 1
n

0 1
1 0

n

.

Exercice 12 – Stabilité d’un système différentiel

Soit A diagonalisable sur ℂ, de valeurs propres λ1,…,λn, et X′ = AX.
a) Montrer que toutes les solutions tendent vers 0 en +∞ si et seulement si Reλi < 0
pour tout i.
b) Montrer que toutes les solutions sont bornées sur ℝ+ si et seulement si Reλi ≤ 0
pour tout i.

c) Étudier A = −1 2
−2 −1 et B = 0 1

−1 0 .

Exercice 13 – Puissances bornées

Soit A ∈Mn(ℂ).
a) Montrer que si A est diagonalisable et ρ(A) ≤ 1, la suite (An) est bornée.
b) Montrer que si (An) est bornée, alors ρ(A) ≤ 1.

c) Montrer que 1 1
0 1 a un rayon spectral égal à 1 mais des puissances non

bornées. Que manque-t-il ?

Exercice 14 – Valeurs propres et continuité en taille 2

Pour M ∈M2(ℝ) à valeurs propres réelles, on note λmax(M) la plus grande.

a) Exprimer λmax(M) en fonction de trM et Δ(M) = (trM)2−4detM.
b) En déduire que λmax est continue sur l’ensemble {Δ ≥ 0}.

c) Calculer λmax pour Mε =
1 1
ε 1 , ε ≥ 0, et étudier la vitesse de variation quand

ε → 0.

Exercice 15 – Synthèse : exponentielle et système amorti

Soit A = 0 1
−2 −3 (matrice de l’équation y′′ + 3y′ + 2y = 0).

a) Diagonaliser A et déterminer ses projecteurs spectraux.
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b) Calculer exp (tA).
c) En déduire la solution de y′′ + 3y′ + 2y = 0, y(0) = 1, y′(0) = 0, et sa limite en +∞.


