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Plaquette 4 – Coefficients variables : solutions
développables en série entière et raccordements

Équations différentielles linéaires — Prépa MP / MPI (2ᵉ année)
Corrections détaillées

Boîte à outils

Méthode des séries entières. On écrit y = ∑antn, ty′ = ∑nantn,
y′′ = ∑ (n+ 2)(n+ 1)an+ 2tn, t2y′′ = ∑n(n− 1)antn, on identifie le coefficient de tn, et
l’on vérifie un rayon R > 0 (règle de d’Alembert sur la récurrence).
Unicité. Sur un intervalle où y′′ + a(t)y′ + b(t)y = 0 est résolue (a, b continues), une
solution vérifiant y(t0) = y′(t0) = 0 est nulle ; les zéros d’une solution non nulle sont
donc isolés.
Raccordement. Une solution sur ℝ d’une équation singulière en 0 se recolle à partir
des solutions sur ] − ∞, 0[ et ]0, +∞[, avec la régularité exigée en 0 :

lim
0− y = lim

0+
y, lim

0− y′ = lim
0+

y′, …

Correction de l’exercice 1 – Une solution qui est une exponentielle de carré

a) Coefficient de tn : (n+ 2)(n+ 1)an+ 2 − 2nan − 2an = 0, soit
(n+ 2)(n+ 1)an+ 2 = 2(n+ 1)an.

b) a2k = 2
2ka2k− 2 = 1

ka2k− 2, donc a2k = 1
k! et

y = ∑
k ≥ 0

t2k

k! = et2

(vérification : y′ = 2tet2
, y′′ = (2 + 4t2)et2

, y′′ − 2ty′ − 2y = 0).

c) a2k+ 1 = 2k

3 · 5⋯(2k+ 1)  ; rapport a2k+ 3
a2k+ 1

= 2
2k+ 3 → 0 : rayon infini.

Réponse. an+ 2 = 2an
n+ 2  ; solution paire et2

 ; solution impaire de coefficients 2k

3 · 5⋯(2k+ 1) ,
rayon infini.

Correction de l’exercice 2 – Une équation de Legendre

a) Coefficient de tn : (n+ 2)(n+ 1)an+ 2 − n(n− 1)an − 2nan + 2an = 0, et
n2 + n− 2 = (n+ 2)(n− 1).

b) Impaire : a3 = 0, donc y = a1t. Paire : a2 = −a0, puis a2k+ 2 = 2k− 1
2k+ 1a2k, d’où

a2k = − 1
2k− 1 pour k ≥ 1 ; rapport → 1 : rayon 1.

c) y = 1 − ∑k ≥ 1
t2k

2k− 1 = 1 − targtht, soit

y = 1 − t
2 ln 1 + t

1 − t

Réponse. Solutions t et 1 − t
2 ln 1 + t

1 − t (rayon 1).

Correction de l’exercice 3 – Cosinus hyperbolique d’une racine

a) Coefficient de tn : 4(n+ 1)nan+ 1 + 2(n+ 1)an+ 1 − an = 0, et
(n+ 1)(4n+ 2) = (2n+ 2)(2n+ 1).
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b) an = a0
(2n)! , rayon infini, et pour t > 0 :

y = ∑
n ≥ 0

tn
(2n)! = ch t

c) z(s) = shs avec s = t  : y′ = z′
2 t

, y′′ = z′′
4t − z′

4t3 / 2 , d’où 4ty′′ + 2y′ = z′′ = z = y. Mais

sh t = t 1 + t
6 + ⋯ n’est pas dérivable en 0 : pas développable.

Réponse. an = a0
(2n)! , solution ch t  ; sh t est solution mais pas développable en 0.

Correction de l’exercice 4 – Raccordement à l’ordre deux

a) r(r− 1) = 2, r = 2 ou −1 : y = αt2 + β
t .

b) De même y = γt2 + δ
t sur ] − ∞, 0[.

c) Une solution sur ℝ est bornée près de 0 : β = δ = 0. On a alors y = αt2 (t > 0), γt2 (
t < 0), y(0) = 0 ; y′ existe et vaut 0 en 0, et

y′′(0) = lim
t → 0

y′(t)
t existe ⇔ 2α = 2γ

Les solutions sur ℝ sont les αt2 : espace de dimension 1.

Réponse. Sur chaque demi-droite αt2 + β
t  ; sur ℝ, seulement y = αt2.

Correction de l’exercice 5 – Une série entière solution d’un problème de
Cauchy

a) Coefficient de tn : (n+ 1)an+ 1 = an− 1 + δn, 0, avec a0 = y(0) = 0 : a1 = 1 et
(n+ 1)an+ 1 = an− 1 pour n ≥ 1.

b) Les pairs sont nuls ; a2k+ 1 = a2k− 1
2k+ 1 = 1

3 · 5⋯(2k+ 1) = 2kk!
(2k+ 1)!  ; rapport → 0 : rayon

infini.
c) Variation de la constante :

y(t) = et2 / 2∫t

0 e−s2 / 2 ds

dont le développement est la série de b) (unicité de la solution du problème de Cauchy).

Réponse. y = ∑ 2kk!
(2k+ 1)!t

2k+ 1 = et2 / 2 ∫t
0 e−s2 / 2 ds.

Correction de l’exercice 6 – Une équation exacte

a) (1 + t2)y ′ = 2ty+ (1 + t2)y′, puis (1 + t2)y ′′ = 2y+ 4ty′ + (1 + t2)y′′.

b) (1 + t2)y = a+ bt : y = a+ bt
1 + t2 .

c) Coefficient de tn : (n+ 2)(n+ 1)an+ 2 + (n(n− 1) + 4n+ 2)an = 0, soit an+ 2 = −an. Avec
a0 = 1, a1 = 0 :

y = ∑
k

(−1)kt2k = 1
1 + t2 , R = 1

alors que la solution est définie sur ℝ (rayon limité par les pôles ±i).

Réponse. y = a+ bt
1 + t2  ; la série ∑ (−1)kt2k a pour rayon 1.
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Correction de l’exercice 7 – Polynômes d’Hermite

a) Coefficient de tk : (k+ 2)(k+ 1)ak+ 2 − 2kak + 2nak = 0.
b) Si l’on part de a0 = 1, a1 = 0 (n pair) ou a0 = 0, a1 = 1 (n impair), la récurrence donne
an+ 2 = 0 puis tous les coefficients suivants de même parité : polynôme de degré n.

c) n = 2 : a2 = 2(0 − 2)
2 a0 = −2a0, d’où y = 1 − 2t2 (proportionnel à H2 = 4t2 − 2). n = 3 :

a3 = 2(1 − 3)
6 a1 = −2

3a1, d’où

y = t− 2
3t

3 (proportionnel à H3 = 8t3 − 12t)

Réponse. Solution polynomiale de degré n ; n = 2 : 1 − 2t2 ; n = 3 : t− 2
3t

3.

Correction de l’exercice 8 – Aucune solution développable

a) Coefficient constant : −a0 = 0 ; de t : −a1 = −1 ; de tn (n ≥ 2) : (n− 1)an− 1 − an = 0.
b) an = (n− 1)! : la série ∑ (n− 1)!tn a un rayon nul.
c) Aucune solution n’est développable en série entière en 0. Sur ]0, +∞[ : yh = Ce−1 / t, et
la variation donne

y(t) = e−1 / t C− ∫ e1 / s

s ds

(la série divergente ∑ (n− 1)!tn en est le développement asymptotique : c’est l’exemple
d’Euler).
Réponse. an = (n− 1)! : rayon nul, aucune solution développable.

Correction de l’exercice 9 – Fonction de Bessel d’indice un demi

a) y′ = z′
t

− z
2t3 / 2 , y′′ = z′′

t
− z′

t3 / 2 + 3z
4t5 / 2 , d’où

t2y′′ + ty′ + t2 − 1
4 y = t3 / 2(z′′ + z) + z

t
3
4 − 1

2 − 1
4 = t3 / 2(z′′ + z)

b) y = Acos t+B sin t
t

.

c) Sous forme résolue, a(t) = 1
t , donc W = C

t . Directement :

W sin t
t

, cos t
t

= 1
tW( sin , cos ) = −1

t (les termes en 1
2t3 / 2 se compensent) ✓.

Réponse. y = Acos t+B sin t
t

 ; wronskien −1
t , conforme à Liouville.

Correction de l’exercice 10 – Équation de Tchebychev par changement de
variable

a) z′ = cosθy′( sinθ), z′′ = − sinθy′ + cos2θy′′, et cos2θ = 1 − t2 :

z′′ + z = (1 − t2)y′′ − ty′ + y = 0

b) z = A sinθ+Bcosθ, soit y = At+B 1 − t2 .

c) Toutes : 1 − t2 = ∑ 1 / 2
k

(−1)kt2k a pour rayon 1 ; t est un polynôme. Le rayon 1

correspond aux points singuliers ±1.

Réponse. y = At+B 1 − t2 , toutes développables (rayon 1 pour 1 − t2 ).
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Correction de l’exercice 11 – Abaisser l’ordre par une dérivée exacte

a) (y′ + ty)′ = y′′ + y+ ty′.
b) y′ + ty = C, puis variation de la constante :

y = e−t2 / 2 A+C∫t

0 es2 / 2 ds

c) C = 0, A = 1 : y = e−t2 / 2 = ∑k
(−1)kt2k

2kk!
(la seconde solution, impaire, n’est pas

élémentaire).

Réponse. y = e−t2 / 2(A+C∫t
0 es2 / 2) ; solution paire e−t2 / 2.

Correction de l’exercice 12 – Problème de Cauchy en un point singulier

a) (ty)′ = sin t, d’où ty = 1 − cos t+C et y = 1 − cos t+C
t sur chaque demi-droite.

b) Une solution sur ℝ est continue en 0, ce qui impose C = 0 des deux côtés. La fonction

y(t) = 1 − cos t
t = ∑

k ≥ 1

(−1)k+ 1t2k− 1

(2k)!

prolongée par 0, est développable (rayon infini) et vérifie l’équation sur ℝ (en 0 :
0 + 0 = sin 0).

c) y = t
2 − t3

24 + t5

720 − ⋯

Réponse. Unique solution sur ℝ : y = 1 − cos t
t = t

2 − t3

24 + ⋯.

Correction de l’exercice 13 – L’équation d’Airy

a) Coefficient constant : 2a2 = 0 ; de tn+ 1 : (n+ 3)(n+ 2)an+ 3 + an = 0.

b) y1 = 1 − t3

6 + t6

180 − ⋯ et

y2 = t− t4

12 + t7

504 − ⋯

le rapport |an+ 3|
|an|

→ 0 : rayon infini.

c) Si y(t0) = 0 et y′(t0) = 0, l’unicité (Cauchy-Lipschitz) donne y = 0. Donc en un zéro
y′(t0) ≠ 0, et y change de signe et ne s’annule pas au voisinage pointé de t0.

Réponse. an+ 3 = − an
(n+ 3)(n+ 2) , rayon infini ; zéros isolés par unicité.

Correction de l’exercice 14 – Zéros simultanés de deux solutions

a) Leur wronskien est nul en t0 : W(t0) = y1(t0)y2′(t0) − y1′(t0)y2(t0) = 0. Or W = W(t0)e−∫a,
donc W = 0 partout et la famille est liée (sinon W ne s’annulerait jamais).
b) Même argument avec y1′(t0) = y2′(t0) = 0.

c) Non : les solutions nulles en 0 sont
y = B sin t

une seule direction.
Réponse. Zéro (ou extremum) commun ⇒ W = 0 ⇒ solutions liées ; pour y′′ + y = 0, seules
les B sin t s’annulent en 0.
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Correction de l’exercice 15 – Synthèse : les polynômes de Legendre

a) Coefficient de tk : (k+ 2)(k+ 1)ak+ 2 − k(k− 1)ak − 2kak + n(n+ 1)ak = 0, et
k(k+ 1) − n(n+ 1) = (k− n)(k+ n+ 1).
b) En partant de l’indice de même parité que n, le facteur (k− n) annule an+ 2 et tous les
suivants de cette parité : polynôme de degré n.

c) n = 2 : a2 = −3a0, d’où 1 − 3t2 (proportionnel à P2 = 3t2 − 1
2 ). n = 3 :

a3 = (1 − 3) · 5
6 a1 = −5

3a1, d’où

t− 5
3t

3 (proportionnel à P3 = 5t3 − 3t
2 )

d) Pour l’autre parité, aucun coefficient ne s’annule et ak+ 2
ak → 1 : rayon 1, la somme est

une série non polynomiale, singulière en ±1 (comme en exercice 2 pour n = 1).

Réponse. Récurrence ak+ 2 = (k− n)(k+ n+ 1)
(k+ 1)(k+ 2) ak : polynôme de degré n (1 − 3t2, t− 5

3t
3) et

une solution de rayon 1.


