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Plaquette 4 - Coefficients variables : solutions
développables en série entiere et raccordements

Equations différentielles linéaires — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Méthode des séries entiéres. On écrit y = > a,t”, ty’' = > na,t”,
y =2 (n+2)(n+ 1a, ., t", t2y" = > n(n — 1)a,t", on identifie le coefficient de t", et
I’on vérifie un rayon R > 0 (regle de d’Alembert sur la récurrence).

Unicité. Sur un intervalle ou y” + a(t)y’ + b(t)y = 0 est résolue (a, b continues), une
solution vérifiant y(ty) = y'(ty) = 0 est nulle ; les zéros d’une solution non nulle sont
donc isolés.

Raccordement. Une solution sur R d’une équation singuliére en 0 se recolle a partir
des solutions sur ] — «, 0[ et ]0, +«[, avec la régularité exigée en O :

limy = limy, limy =limy, ...
0 ot 0 ot

AN J

Correction de I'’exercice 1 - Une solution qui est une exponentielle de carré

a) Coefficient de t" : (n + 2)(n + 1)a, 4, — 2na, — 2a, = 0, soit
n+2)(n+1a,,r=2(n+ 1)a,.

b) az = 22—k02k—2 = %sz—zl donc ayy = % et

(vérification : y = 2tet’, y’' = (2 + 4t)e’’, y’ — 2ty — 2y = 0).

= 2k . Agk+3 _ _ 2 . . .
C) o411 = 35 0QKED) rapport 5 k3 0 : rayon infini.
k
Réponse. a,, ., = iz ; solution paire et’ ; solution impaire de coefficients %

rayon infini.
Correction de l’exercice 2 - Une équation de Legendre

a) Coefficientde t" : (n + 2)(n + 1)a,,+, — n(n — 1)a,, — 2na, + 2a, = 0, et
n+n-2=m+2)(n-1).

b) Impaire : a3 = 0, donc y = a;t. Paire : a, = —a,, puis dyx +7 = —2112 T %azk, d’ou
ayx = = pour k = 1 ; rapport — 1 : rayon 1.
2k
oy=1-> _, 2k = 1 — targtht, soit
_ ti 1+t
y=1- > In+——+= Tt

Réponse. Solutions t et 1 — —ln 1 +t L (rayon 1).

Correction de l'exercice 3 - Cosinus hyperbolique d’une racine

a) Coefficientde t" : 4(n+ 1)na, ;1 +2(n+ 1a, .1 —a, =0, et
n+1)4n+2)=02n+2)2n+1).
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b) a, =

(2n)' , rayon infini, et pourt > 0 :

n=0

c) z(s) =shsavecs =\t : y = d’ou 4ty” + 2y = 2" = z = y. Mais

z -z
2\/{1 y 4t At 3/2'
sh/t = \/f(l + L + ) n’est pas dérivable en O : pas développable.

Réponse. g, = solution chyt ; sh/t est solution mais pas développable en 0.

(2n)"

Correction de I'exercice 4 - Raccordement a I’ordre deux

a)r(r—1)=2,r=20u—1:y=at2+%

b) De méme y = yt2+%sur ]— o, 0.

c) Une solution sur R est bornée presde 0 : =6 =0.On a alorsy = at? (t>0), yt2 (
t<0),y(0)=0;y existe et vaut 0 en 0, et

y()

y'(0) = 11m existe = 2a = 2y

Les solutions sur R sont les at? : espace de dimension 1.

B

Réponse. Sur chaque demi-droite at? + 75 sur R, seulement y = at?.

Correction de I’exercice 5 - Une série entiere solution d’un probleme de
Cauchy

a) Coefficientde t": (n+ 1)a,4+1 =an_1+ 06,0, avecao=y(0)=0:a; =1 et
(n+1)a,y1=a,_1pourn=1.

2k—1 — 1 _2k'

b) Les pairs sont nuls ; a; 41 = 2k+ T =35 0k+D — Gk+ DT’

rapport — 0 : rayon
infini.
c) Variation de la constante :
t
Y(t) = etz/zfoe—sz/z ds
dont le développement est la série de b) (unicité de la solution du probleme de Cauchy).

A k 2 t _
Réponse. y = E%ﬂkﬂ = et'/2 [ e=124s.

Correction de I’exercice 6 - Une équation exacte

a) ((1+t)y) =2ty + (1 + %)y, puis ((1 +t2)y)” = 2y + 4ty + (1 + t7)y".
1+ - + — a+bt
b) 1+t)y=a+bt:y= L2

c) Coefficientde t" : (n+2)(n+ 1)a, .o+ (n(n—1) + 4n + 2)a, = 0, soit a,, . , = —a,. Avec
dg = 1, a, = 0:

=> D =—1_  RrR=1
Y ; 1+t

alors que la solution est définie sur R (rayon limité par les péles +i).

a+bt

Réponse. y = n ; la série E( 1) Kp2k o pour rayon 1.

mathlvl.fr — Tous droits réservés. Toute reproduction, diffusion, revente ou exploitation commerciale, méme partielle, est strictement interdite.
Tout contrevenant s’expose a des poursuites en vertu du Code de la propriété intellectuelle (art. L.335-2 et suivants).



Chapitre 19 - Equations différentielles linéaires

Correction de I’exercice 7 - Polynomes d’Hermite

a) Coefficient de t* : (k + 2)(k + 1)ay 4, — 2kay + 2na; = 0.

b) Sil’'on part de ag =1, a; = 0 (n pair) ou ay = 0, a; = 1 (n impair), la récurrence donne
a, s+ = 0 puis tous les coefficients suivants de méme parité : polynéme de degré n.

c)n=2:a,= %_2)00 = —2a,, d’ou y = 1 — 2t* (proportionnel a H, = 4t* —2). n = 3 :
as = wal = —%al, d’ou

y=t-— %tg' (proportionnel a H; = 8t3 — 12¢t)
Réponse. Solution polynomiale de degré n;n=2:1-2t>; n=3:t— %tg'.
Correction de l’exercice 8 - Aucune solution développable
a) Coefficient constant : —ap=0;det: —a;=-1;det"(n=2): (n—1)a,_; —a,=0.

b) a, = (n—1)! : la série E(n —1)!t" a un rayon nul.

c) Aucune solution n’est développable en série entiere en 0. Sur ]0, +o[ : y, = Ce !/t et

la variation donne
1/
y(t) — e—l/t<c _ f es S ds>

(la série divergente > (n — 1)!t" en est le développement asymptotique : c’est ’exemple
d’Euler).

Réponse. a, = (n — 1)! : rayon nul, aucune solution développable.

Correction de l'exercice 9 - Fonction de Bessel d’indice un demi

z _z’+32

r_ 2 v _ 27 ’
a)y = 2t3/2'y BNEE 4tf>/2'd(m1

2y +ty + (t2 - %)y =t32(2" +2) + i( ) =tz + 2)

3_1_1
4 2 4
b)y= Acost\/-lt;Bsint_

c) Sous forme résolue, a(t) = % donc W = % Directement :

w( sint COSt) = L(sin,cos) = =1 (les termes en —L - se compensent) v.
(Sptot) =t )= 2072 pensent)
Réponse. y = %‘:Bsmt ; wronskien —, conforme & Liouville.

Correction de l’exercice 10 - Equation de Tchebychev par changement de
variable

a) z = cosOy(sind), 2° = —sinOy + cos?0y’, et cos?0 =1 —t%:
Z7+z=(1 —tz)y"—ty’+y= 0
b) 2=Asin6 + Bcos0, soity=At+B\/1 —t2.

c) Toutes : /1 —t% = > ( 1£2>(—1)kt2k a pour rayon 1 ; t est un polynoéme. Le rayon 1
correspond aux points singuliers =1.

Réponse. y = At + B/1 — t?, toutes développables (rayon 1 poury1 — t).
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Correction de I'’exercice 11 - Abaisser I’ordre par une dérivée exacte

a)(y+ty)y =y +y+ty.
b) vy + ty = C, puis variation de la constante :

t
y= e‘t2’2<A+CfOe52/2ds>

k, 2k
Q)C=0,A=1:y=e"t/2= Zk% (la seconde solution, impaire, n’est pas
élémentaire). '

t
Réponse. y = e~ /%4 + C [,e*'/?) ; solution paire e~"'/2,
Correction de I’exercice 12 - Probleme de Cauchy en un point singulier

%HC sur chaque demi-droite.

a) (ty) = sint, d’'outy=1—-cost+Cety= 1

b) Une solution sur R est continue en 0, ce qui impose C = 0 des deux cotés. La fonction
(1)K *1g2k-1

—1—cost _
yit) =" & 2R

prolongée par 0, est développable (rayon infini) et vérifie I’équation sur R (en O :
0+ 0 =sin0).

_t_ 3t
Ay =5~"72z% 750

3
Réponse. Unique solution surR: y = # = % - 5—4 + -
Correction de I’exercice 13 - L’équation d’Airy

a) Coefficient constant : 2a, = 0; de t" " L, (n+3)(n+2)a,y3+a,=0.

b)y,=1-E+4 L — .. et
V1= 176 7180 e
P SR L
V.=t~ 15* 502
le rapport lanssl ¢ . rayon infini.

|an|

c) Si y(ty) = 0 et y'(ty) = 0, I'unicité (Cauchy-Lipschitz) donne y = 0. Donc en un zéro
V'(tg) # 0, et y change de signe et ne s’annule pas au voisinage pointé de t.

an

Réponse. g, .3 = T+ 3)(n+2)

rayon infini ; zéros isolés par unicité.

Correction de I'exercice 14 - Zéros simultanés de deux solutions

a) Leur wronskien est nul en ty : W(to) = y,(to)y, (to) — v, (to)y,(to) = 0. Or W = W(to)e_f“,
donc W = 0 partout et la famille est liée (sinon W ne s’annulerait jamais).

b) Méme argument avec y, (to) = y, (to) = 0.
c) Non : les solutions nulles en 0 sont

y = Bsint
une seule direction.

Réponse. Zéro (ou extremum) commun = W = 0 = solutions liées ; pour y" +y = 0, seules
les Bsint s’annulent en 0.
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Correction de I’exercice 15 - Synthese : les polynomes de Legendre

a) Coefficient de t* : (k + 2)(k + 1)ax 4, — k(k — 1)ay — 2kay + n(n + 1)a, = 0, et
kk+1)—n(n+1)=(k-n)k+n+1).

b) En partant de I'indice de méme parité que n, le facteur (k — n) annule a,,, , et tous les
suivants de cette parité : polynéme de degré n.

c)n=2:a,=—-3ay doul— 3t? (proportionnel a P, = StZT_l). n=3:

as = —(1 _63) 5(11 = _%ali dIOI\l

t— 243 (proportionnel a P3 =

5¢3 — 3t
3 2

) s . , a
d) Pour l'autre parité, aucun coefficient ne s’annule et ’a—zz — 1 : rayon 1, la somme est

une série non polynomiale, singuliere en +1 (comme en exercice 2 pour n = 1).

Réponse. Récurrence ay ; , = (k(; Z)ﬁ(zzz)l)ak : polyndme de degré n (1 — 3t?, t — %t3) et

une solution de rayon 1.
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