Chapitre 19 - Equations différentielles linéaires 1

Plaquette 2 - Equations scalaires d’ordre 1
et 2 : variation des constantes et wronskien

Equations différentielles linéaires — Prépa MP / MPI (2¢ année)
Corrections détaillées

Boite a outils

Ordre 1. y + a(t)y = b(t) sur un intervalle : y = e™ (C +[b eA), A primitive de a.

Ordre 2, coefficients constants. y’ + py + qy = P(t)e™ admet une solution Q(t)e™
avec degQ =degP + pu, ou u € {0,1,2} est la multiplicité de m comme racine de
r’+pr+q.

Wronskien et variation des constantes. Pour y” + a(t)y’ + b(t)y = f(t) et une base
(v, V,) des solutions homogenes, W = y,y," — y,'y, vérifie W = —aW, et

A = v AZ':M

w’ w

- J

yv=24A1y, + Ay,

Correction de l'exercice 1 - Ordre un avec second membre

a)y, = Ce~t’, et la constante % est solution particuliére : y = % +Ce .
b) On cherche 2 — z = e'* sous la forme ae* : a(i—1) =1, a = % La partie imaginaire
donne
_ —1—i_.it\ _ _sint+ cost
Yp = Im( 2 °© ) = 2

ety= Ce! — sint-;cost.

—_r~_1_0..,— e'—sint—_cost
c)y(0)=C 2—0.y— > .
Réponse. a) y = % +Ce™t ;D) y=Cel— 7511““5005'3 ;¢)C = %

Correction de I’'exercice 2 - Variation de la constante a I’ordre un

-_C t _1 2 - 2y C  _ |

a) = ( = =In(1 + t*°)). Variation : (1 +t°) =1,C = ——,
G f1+t2 2 V1 +12 1 +¢?
C = argsht + K :

y=argsht+K

V1 +t?

b)y, = —C _ ; variation : C' = —L_, y = arcsint + K
Vh V-t J1-+¢2 y J1-+¢2

c) Le numérateur tend vers % + K et le dénominateur vers O : limite finie si et seulement

si K= —7 (et alors arcsint — & ~ —y2(1 - t), donc y - —1).

argsht + K | b) y = arcsint+ K

Ji+82 V1 —t2

Correction de I'exercice 3 - Résonance

Réponse. a) y = , limite finieen 1 ssi K = —

!

a)y, = &sint:y " =cost— Lsint, doncy,” +y, = cost. Solution générale

y=Acost+Bsint+%sint.
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b)y,= Cos(wt) ,ety=Acost+ Bsint + ‘130_5“’t
c) Avec y(O) =y((0)=0:ena),y= %sint (amplitude croissante) ; en b), y = —Cosivi;gost,

et

coswt—cost __, tsint
1—0)2 w-1 2

(dérivée de w - coswt divisée par celle de 1 — w?) : la résonance est la limite de
battements de plus en plus lents.

Réponse. y" +y=cost:y, = —smt (résonance) ; pour w # 1 : fosz)’g, de limite %
Correction de I’exercice 4 - Second membre polynome fois exponentielle

a)r*—3r+2=(-1(r-2):y, =Ae'+ Be*.
b) 1 est racine simple : Q de degré 2, sans terme constant (absorbé par y,). Avec
= (at? + bt)e! :

y,” =3y, +2y,=(-2at+2a-Dbe’
donc—2a=1et2a—b=0:a=—%,b=—1.
C)y=A6t+BGZt— <%2+t>et;y(0) =A+B=0, y'(O) =A+2B—-1=0:B=1,A=-1.
, 2 . 2
Réponse. y, = —(% + t)el ; avec les conditions : y = e? —ef — (% + t)et.

Correction de I’exercice 5 - Seconde solution par le wronskien

a)yl"=0et%-1—t%t=0
by W = —%Wdonne W=%. Avec C = -2 (y—tz)= —%,douy—t2=l2, soit
t t
1

yz(t)—f

(on vérifie —%—% =0)
. y yif 2 3
C)W(tll)_t < 2>—%=—%,pu1s211 =——V%/f=%,212 =—W=—%;A1=%,A2=—%'et
2 2

yp=%—%——(ver1ﬁcat10n :2,)+%—%=1 V).

Réponse. y, = % solution partlcullere ;y=At+ 2 T+ %

Correction de l’exercice 6 - Variation des constantes avec un second
membre singulier

a) W=cost-cost— (—sint)sint = 1.

by Ay = —SIL 3, = COSL— 1.2, =In(cost), A, =t, d’ol

V= costln(cost) + tsint

c) yp' =tcost — sintlncost, yp = cost—tsint — costlncost + Sclcl)lsg, et

’ s1n t _—_1
Yp +yp_COSt+ ‘cost ~ cost

Réponse. y = Acost + Bsint + costIn(cost) + tsint.
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Correction de l'exercice 7 - Changement de fonction inconnue
a)y = e V(2 — 2tz) et y' = et (z" — Atz + (4t% — 2)2), d’ou

V' o+ Aty + (4t +2)y =e " (z” — At7 + (4t — 2)z + 4tz — 8tz + (4t% + 2)2) =e VY
b)z=A+Bt:y=(A+Bte".

. t2 t2 2
c)z'=1 :z=7+A+Bt, ety= 7+A+Bt e ',

2

Réponse. y = e tzavecz’ =0 : y=(A+ Bt)e ! ; avec second membre : (% +A + Bt)e .

Correction de I'exercice 8 - Recollement a I’ordre un

a) (ty)’ = 2t, donc ty = t2+ C et y=t+ % sur chaque demi-droite.

b) Une solution sur R doit avoir une limite finie en 0 des deux c6tés : C, = C_ = 0.
L’unique solution est

yit)=t

c) y = At sur chaque demi-droite ; le raccord en 0 est continu (y(0) = 0), mais la
dérivabilité impose A, = A_ : solutions y = At, espace de dimension 1.

Réponse. ty + y = 2t : unique solution y=tsurR; ty —y=0:y = At.

Correction de I’exercice 9 - Comportement asymptotique d’une solution

a) y(t) = e-f<y(0) + fé%ds).

t e 4e° /2 es t/2
b) Pourse[j,t], o= et [, 5 =e'/?. Donc

t s
Ose‘tfoliszdsse‘”2+giz—>0

t 27
sont équivalentes. Donc y(t) ~ % pour toute solution (le terme y(0)e ! est négligeable).

C) ie_z = e_t<1 - 2) ~ 7 itt fonctions positives d’intégrales divergentes : les intégrales

Réponse. Toutes les solutions tendent vers 0, et y(t) ~ t1_2 indépendamment de y(0).

Correction de I’exercice 10 - Solution périodique

a) Avecy=acost+bsint:y +y=(a+b)cost+ (b—a)sint,doua+b=1etb—a=0:

_ cost+sint
.yp_ 2

b) Les solutions sont y, + Ce™, et Ce™" n’est périodique que si C = 0.
c) |y(t) — yp(t)l =|Clet - 0 : le régime transitoire s’éteint, il ne reste que le régime forcé.

Réponse. y = cost+sint ypjque solution périodique, limite de toutes les autres (

2
Ce t-0).
Correction de l’exercice 11 - Second membre polynomial

a)r*+r—2=(r-1)(r+2):y, =Ae'+Be .
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b) y, = at® + bt + ¢ : 2a + (2at + b) — 2(at’ + bt +¢) = t*, d’ou —2a =1, 2a - 2b = 0,
2a+ b —2c =0, soit

__t2_t_3
=T 7272
c)y+ tz—z = Ae! + Be % — % — % est O(t) si et seulement si A = 0 (B quelconque).
Réponse. y = Ae! + Be 2! — tz—z - % - % ; croissance polynomiale ssi A = 0.

Correction de I’exercice 12 - Un probleme aux limites
a)A = -k*<0: y = Ach(kt) + Bsh(kt), y(0) = A = 0, y(r1) = Bsh(km) =0,doncB=0.A=0:
y = A + Bt, nulle. Pas de solution non nulle.
b) y=Acoswt+ Bsinwt ; y(0) =A = 0, puis Bsin(wm) =0 avec B # 0 :

sin(wm) =0 = w € N" (w > 0)
c) Pour A = n?: y = Bsin (nt), droite de solutions ; les « valeurs propres » n? sont les
fréquences propres au carré.

Réponse. Solutions non nulles ssi A = n? n=1, et alors y = Bsin (nt).
Correction de I'exercice 13 - Abaissement de l'ordre

Q) y=t:0-2t+2t=0 .

b)y=tz,y=z+1tz,y" =22 +tz":
1+ tz)(22’ +t27) - 2t(z+ t2) + 2tz =t(1 + tz)z” +22=0.Avecw=2":

2 \
Weo-—2 =-24 2 doncw=1tletz=t-1 dou
t(1+1t%) 1+t t

yf:(t—%)=ﬂ—1

(polynome : on vérifie 2(1 + t) —4at’> +2t°=2=0 ).

c)y=at+ ﬁ(t2 — 1) sur R (le coefficient 1 + t? ne s’annule pas).

Réponse. y, =t,y, = | ;Y= od&+B(t2 -1).

Correction de l'exercice 14 - Ordre un sur un intervalle ouvert

v 2t
y o1
y

=—-1:0+4+2t=2t v.Donc

a) d'oulnly|=—-In(1-t>)+cety, =

1-t%
b)
C

=—1+
Y 1-—1t?

c) Bornée si et seulement si C = 0 : seule la solution constante —1 est bornée.

_C

Réponse. y = -1 + ek seule y = —1 est bornée.

Correction de I’exercice 15 - Synthese : solutions bornées d’un oscillateur
forceé

a) Avec W(cos,sin) =1 :A; = —sinsf(s), A," = cossf(s), et
y = cos tfi) —sinsf+ sintfg cossf = fg sin (t — s)f(s) ds, nulle en 0, de dérivée
fi) cos (t — s)f(s) ds nulle en 0.
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t +oo Lo :
b) ly,(®)| = fo Ifl = fo |f]1, et toute solution s’écrit y, + Acost + Bsint.

+
o) lyo®l =Sy 15=12.

d) f = cos n’est pas intégrable, et

' t
Vo(t) = fosin(t—s)cossds = isint

non bornée (résonance).

Réponse. y, = ff) sin (t - s)f(s) ds ; si fintégrable, |y,| < [ |f] ; pour f = cos, y, = & sint.
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